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1 Les proverbes

Formaliser dans le cadre de la logique du 1er ordre les proverbes :
— L’amour est aveugle.
— Chose promise, chose due.
— Faute avouée est à demi pardonnée.
— Il n’est point de sot métier.
— Il n’y a que la vérité qui blesse.
— Connais-toi toi-même.
— Fais ce que je dis, pas ce que je fais.
— Je ne sais qu’une chose, c’est que je ne sais rien.

2 Conséquences

Lesquelles parmi les affirmations suivantes sont correctes ?
1. faux |= vrai
2. vrai |= faux
3. (A ∧B) |= (A↔ B)

4. A↔ B |= A ∨B

5. A↔ B |= ¬A ∨B

6. (A ∨B) ∧ (¬C ∨ ¬D ∨ E) |= (A ∨B ∨ C) ∧ (B ∧ C ∧D → E)

7. (A ∨B) ∧ (¬C ∨ ¬D ∨ E) |= (A ∨B) ∧ (¬D ∨ E)

8. (A ∨B) ∧ ¬(A→ B) est satisfaisable
9. (A ∧B)→ C |= (A→ C) ∨ (B → C)

10. (C ∨ (¬A ∧ ¬B)) ≡ ((A→ C) ∧ (B → C))

11. (A↔ B) ∧ (¬A ∨B) est satisfaisable

SOLUTION 1. vrai puisque faux n’a aucun modèle
2. faux puisque vrai a tous les modèles, faux n’en a aucun
3. vrai, la PG (= partie de gauche) a un seul modèle qui satisfait la PD
4. faux car si A et B sont faux la PG est vraie mais pas la PD
5. vrai ¬A ∨B n’est autre que A→ B qui est trivialement impliqué

1



6. vrai on réécrit la PD en CNF et on voit que les clauses de la PG sont des sous-clauses de celles de PD
7. faux, car situation inverse que dans 6 : clause plus petite, moins de modèles
8. vrai, on écrit du CNF et on obtient qqch ∧A ∧ ¬B donc voilà notre modèle : A vrai, B faux
9. vrai, pour que PD soit faux il faut que A et B soient vrais et C faux, et dans ce cas PG est également faux,

dans tous les autres cas PG est vrai et PD est vrai. C’est contre-intuitif si on interprète→ comme «cause»
10. vrai, faire la table de vérité
11. la deuxième partie (A → B) est un cas particulier de la première donc les modèles de la première

sont aussi des modèles de la deuxième (cf. question 5).

3 Tautologies ? Contradictions ?

Décider lesquels parmi les énoncés suivants sont des tautologies, des contradictions ou ni l’un ni l’autre.
1. fumée → fumée
2. fumée → feu
3. (fumée→ feu)→ (¬fumée→ ¬feu)

4. fumée ∨ feu ∨ ¬feu
5. ((fumée ∧ chaleur)→ feu)↔ ((fumée→ feu) ∨ (chaleur→ feu))

6. grand ∨ stupide ∨ (grand→ stupide)
7. (grand ∧ stupide) ∨ ¬stupide

SOLUTION 1. tautologie
2. ni l’un ni l’autre
3. ni l’un ni l’autre
4. tautologie
5. tautologie
6. tautologie
7. ni l’un ni l’autre

4 Les métiers

Soit le vocabulaire suivant :
— O(p, o) prédicat, la personne p occupe le poste o
— C(p1, p2) prédicat, la personne p1 est client de la personne p2

— B(p1, p2) prédicat, la personne p1 est un supérieur hiérarchique de la personne p2

— D,Ch, Av, Ac constantes, des métiers : docteur, chirurgien, avocat, acteur
— E, J constantes, des personnes : Émilie, Joël.

Utiliser ces symboles pour écrire les énoncés suivants en logique du 1er ordre :
1. Émilie est soit chirurgienne, soit avocate
2. Joël est acteur, mais il aussi un autre job
3. Tous les chirurgiens sont docteurs
4. Émilie a un boss qui est avocat
5. Il existe un avocat dont tous les clients sont des docteurs
6. Tout chirurgien a un avocat

SOLUTION 1. O(E,Ch) ∨O(E,Av)
2. O(J, Ac) ∧ ∃p, (p 6= Ac ∧O(J, p))
3. ∀p, O(p, Ch)→ O(p, D)
4. ¬∃p, C(J, p) ∧O(p, Av)
5. ∃p, B(p, E) ∧O(p, Av)
6. ∃p, O(p, Av) ∧ ∀q(C(q, p)→ O(q, D))
7. ∀p(O(p, Ch)→ ∃q(O(q, Av) ∧ C(p, q))).
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5 Conjecture de Goldbach

Soient les nombres naturels N avec le prédicat <, les fonctions + et ×, et les constantes 0 et 1. Écrire
en logique du 1er ordre :

1. la propriété de parité (Pair(x))

2. la propriété d’être nombre premier (Premier(x))

3. la conjecture de Goldbach 1.

SOLUTION 1. ∀x, Pair(x)↔ ∃y, x = y + y
2. ∀x, Premier(x)↔ ∀y, z x = y × z → (y = 1 ∨ z = 1)
3. ∀x, Pair(x)↔ ∃y, z Premier(x) ∧ Premier(y) ∧ x = y + z (il ne reste plus qu’à la prouver...)

6 L’ADN

En utilisant les prédicats 1-aires ADN, Personne, Père, Mère et le prédicat 3-aire DérivéDe, écrire en
logique du 1er ordre la phrase : l’ADN d’une personne est unique et dérivé de ceux de ses parents.

SOLUTION A=ADN, P=Personne, D=DérivéDe, M=mère, Pe=père(
∀x, y(P (x) ∧ P (y) ∧ x 6= y)→ A(x) 6= A(y)

)
∧

(
P (x)→ D(A(x), A(M(x)), A(Pe(x)))

)
.

7 Exercice casse-tête, pour approfondir les notions

Vrai ou faux ? Expliquer

1. «∃x, x = Mainzelmännchen» est une tautologie.

2. Tout énoncé existentiellement quantifié est vrai dans tout modèle contenant exactement un objet.

3. «∀x, y x = y» est satisfaisable.

SOLUTION 1. Vrai. Toute interprétation de cet énoncé contient forcément une constante Mainzelmännchen
et donc le domaine possède la valeur de la constante et donc toute variable du domaine peut prendre cette
valeur. Donc toute interprétation est un modèle.

2. Faux. Il suffit de prendre ∃x, y x 6= y, cet énoncé n’est satisfaisable que dans un modèle basé sur un
domaine possédant au moins deux objets distincts.

3. Vrai. Il suffit de prendre un modèle à un seul objet.

1. Tout nombre pair est somme de deux nombres premiers : 2 = 1 + 1, 4 = 2 + 2, 6 = 1 + 5, 8 = 7 + 1, 10 = 7 + 3,
12 = 7 + 5, 14 = 7 + 7, ...
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