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Le but de ce TP est la découverte du vérificateur de théorème Z3 et de son API Python.
Installer

python -m pip install z3 --user

Sur MacOS X, préférer :

brew install z3

1 Introduction

Voici le programme vu en cours :

from z3 import *

Humain = DeclareSort('Humain')
Socrate = Const('Socrate', Humain)
is_Mortel = Function('is_Mortel',Humain,BoolSort())
is_Humain = Function('is_Humain',Humain,BoolSort())

s = Solver()

x = Const('x', Humain)
s.add(ForAll(x,Implies(is_Humain(x),is_Mortel(x))))
s.add(is_Humain(Socrate))
s.add(Not(is_Mortel(Socrate)))

print(s.check())

On déclare un type «Humain» et des variable de ce type appelées «Socrate» et «x». On déclare des
fonctions «Is_Mortel» et «Is_Humain» avec les bons types.

Ensuite on crée un solveur.
À chaque fois qu’on exécutera un s.add, on ajoutera une ligne à la KB (donc une conjonction à la

formule globale). Les ingrédients de base de la lagique du 1er ordre s’écrivent Or, And, Implies, Not, ForAll,
Exists, == (pour ↔).

La méthode check va nous dire si la formule est satisfaisable ou non.
Si on change le code :
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from z3 import *

set_param(proof=True)
Humain = DeclareSort('Humain')
Socrate = Const('Socrate', Humain)
is_Mortel = Function('is_Mortel',Humain,BoolSort())
is_Humain = Function('is_Humain',Humain,BoolSort())

s = Solver()

x, y, z = Consts('x y z', Humain)
s.add(ForAll(x,Implies(is_Humain(x),is_Mortel(x))))
s.add(is_Humain(Socrate))
s.add(is_Mortel(Socrate))

print(s.check())

print(s.model())

on va obtenir une formule satisfaisable et si on demande un modèle on aura :

[Socrate = Humain!val!0,
is_Humain = [else -> True],
is_Mortel = [else -> True]]

c’est-à-dire : «Socrate» est un élément (indexé par 0) de notre domaine, et les deux prédicats sont toujours
vrais.

2 Qui a tué le chat ?

Formaliser les phrases suivantes :

Tous ceux qui aiment tous les animaux sont aimés par qqun
Quiconque tue un animal n’est aimé par personne
Jack aime tous les animaux
C’est soit Jack soit Curiosité qui a tué le chat appelé Luna

Montrer en utilisant Z3 que c’est Curiosité qui a tué le chat. Pour définir le type on utilisera EnumSort
qui permet de définir un type et de donner tous les éléments du domaine de ce type, en même temps :

S, (jack,luna,curiosity) = EnumSort('S', ('jack','luna','curiosity'))

SOLUTION

from z3 import *

S, (jack,luna,curiosity) = EnumSort('S', ('jack','luna','curiosity'))
animal = Function('animal',S,BoolSort())
chat = Function('chat',S,BoolSort())
aime = Function('aime',S,S,BoolSort())
tue = Function('tue',S,S,BoolSort())

s=Solver()

x,y,z=Consts('x y z',S)
s.add(ForAll(x,Implies(ForAll(y,Implies(animal(y),aime(x,y))),Exists(y,aime(y,x)))))
s.add(ForAll(x,Implies(Exists(z,And(animal(z),tue(x,z))),ForAll(y,Not(aime(y,x))))))
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s.add(ForAll(x,Implies(animal(x),aime(jack,x))))
s.add(Or(tue(jack,luna),tue(curiosity,luna)))
s.add(chat(luna))
s.add(ForAll(x,Implies(chat(x),animal(x))))

print(s.check())
print(s.model())

Demander s.model() et interpréter le modèle.

SOLUTION

[animal = [else -> Or(Var(0) == jack, Var(0) == luna)],
chat = [else -> Var(0) == luna],
tue = [else -> And(Var(0) == curiosity, Var(1) == luna)],
aime = [else ->

Or(And(Var(0) == jack, Var(1) == jack),
And(Var(0) == jack, Var(1) == luna))]]

3 Les dragons chinois

Formaliser les phrases suivantes :

所有强龙都能喷火。
Aucun dragon fort ne peut ne pas souffler le feu.
一只狡猾的龙总是有角的。
Un dragon rusé a toujours des cornes.
弱龙是没有角的。
Aucun dragon faible n’a des cornes.
游客们只狩猎那些不喷火的龙。
Les touristes ne chassent que les dragons ne soufflant pas le feu.

On veut répondre à la question suivante :

狡猾的龙会让游客们感到害怕吗？ 即：它会被捉吗？
Un dragon rusé doit-il craindre les touristes ? (autrement dit : est-il chassé ?)

SOLUTION

from z3 import *

Dragon, (drago,) = EnumSort('Dragon', ('drago',))
fort = Function('fort',Dragon,BoolSort())
feu = Function('feu',Dragon,BoolSort())
ruse = Function('ruse',Dragon,BoolSort())
cornes = Function('cornes',Dragon,BoolSort())
chasse = Function('chasse',Dragon,BoolSort())
x=Const('x',Dragon)

s=Solver()

s.add(Not(Exists(x,And(fort(x),Not(feu(x))))))
s.add(ForAll(x,Implies(ruse(x),cornes(x))))
s.add(Not(Exists(x,And(Not(fort(x)),cornes(x)))))
s.add(ForAll(x,Implies(chasse(x),Not(feu(x)))))

s.add(Exists(x,And(ruse(x),chasse(x))))

print(s.check())
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4 Généalogie

Soit la base de connaissances KB suivante :

pa(Rob, Kev)

pa(Rob, Sama)

pa(Sama, Tho)

pa(Dor, Jim)

pa(Bor, Jim)

pa(Bor, Eli)

pa(Jim, Tho)

pa(Sama, Samu)

pa(Jim, Samu)

pa(Zel, Max)

pa(Samu, Max)

∀X, Y, Z pa(X, Z) ∧ pa(Z, Y ) → gp(X, Y )

où pa(X,Y ) signifie que X est parent de Y , et gp(X,Y ) que X est grand-parent de Y .
Montrer que

∃X gp(Rob, X) ∧ pa(X,Max).

et trouver le X en question.
Attention, il y a un piège !
Si on déclare que certains prédicats sont vrais, cela ne veut pas dire que les autres sont faux. On

demande la satisfaisabilité, donc le solveur va tout essayer, y compris les valeurs «vrai» pour les prédicats
pour lesquels on n’a pas donné de valeur. Si vous y prenez mal il vous donnera comme réponse «Rob», en
prétendant que Rob est parent de lui-même et aussi parent de Max (on n’a jamais dit le contraire).

SOLUTION

from z3 import *
Human, (Rob, Kev, Sama, Tho, Dor, Jim, Bor, Eli, Samu, Zel, Max) \

= EnumSort('Human', ('Rob', 'Kev', 'Sama', 'Tho', 'Dor', 'Jim', 'Bor', 'Eli', 'Samu', 'Zel', 'Max'))
parent = Function('parent', Human, Human, BoolSort())
grandParent = Function('grandParent', Human, Human, BoolSort())

s = Solver()
x, y, z = Consts('x y z', Human)
s.add(ForAll([x, y, z], Implies(And(parent(x, z), parent(z, y)), grandParent(x, y))))
parents = [ (Rob, Kev), (Rob, Sama), (Sama, Tho), (Dor, Jim) \

, (Bor, Jim), (Bor, Eli), (Jim, Tho), (Sama, Samu) \
, (Jim, Samu), (Zel, Max), (Samu, Max) \
]

s.add(ForAll([x, y], Implies(parent(x, y), Or([And(x==i, y == j) for (i, j) in parents]))))
witness = Const('witness', Human)
s.add(grandParent(Rob, witness))
s.add(parent(witness, Max))

print(s.check())
print(s.model()[witness])
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5 Les huit reines

Il s’agit de mettre huit reines sur un échiquier sans qu’elles se menacent mutuellement, c’est-à-dire de
manière qu’elles soient ni sur une même lige verticale ou horizontale, ni sur une même diagonale.

On va utiliser un autre type, le type entier Int.
On va d’abord créer une liste Python de huit variables qui correspondent aux huit lignes.
Les valeurs de ces variables correspondent aux colonnes.
Première contrainte : les colonnes sont de valeurs entre 1 et 8.
Deuxième contrainte : elles sont toutes distinctes (pour cela Z3py nous fournit la méthode Distinct

que l’on peut appliquer à une liste de variables et qui retourne une formule).
Troisième contrainte : elles ne doivent pas être sur la même diagonale.
On met les trois contraintes ensemble et on résout.

8 QZ0Z0Z0Z
7 Z0Z0Z0L0
6 0Z0ZQZ0Z
5 Z0Z0Z0ZQ
4 0L0Z0Z0Z
3 Z0ZQZ0Z0
2 0Z0Z0L0Z
1 Z0L0Z0Z0

a b c d e f g h

SOLUTION

from z3 import *

Q = [ Int('Q_%i' % (i + 1)) for i in range(8) ]

# Each queen is in a column {1, ... 8 }
val_c = [ And(1 <= Q[i], Q[i] <= 8) for i in range(8) ]

# At most one queen per column
col_c = [ Distinct(Q) ]

# Diagonal constraint
diag_c = [ If(i == j,

True,
And(Q[i] - Q[j] != i - j, Q[i] - Q[j] != j - i))

for i in range(8) for j in range(i) ]

s=Solver()
s.add(val_c + col_c + diag_c)
print(s.check())
print(s.model())

6 Les carrés magiques

Un carré magique est un carré de nombres distincts entre 1 et la taille du carré, tel que les sommes des
nombres de toute ligne, de toute colonne, et des deux diagonales soient toutes égales au même nombre,
appelé nombre magique. Par exemple :

16 3 2 13

5 10 11 8

9 6 7 12

4 15 14 1
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Lemme 1. Le nombre magique est égal à N(N2 + 1)/2, où N est la taille de l’arête du carré.

Démonstration. Si N est la longueur de l’arête du carré, alors les nombres à l’intérieur du carré vont de 1
à N2. Donc leur somme est égale à S =

∑N2

i=1 = N2(N2 + 1)/2. Il y a N lignes, on peut donc dire que
la somme moyenne des nombres d’une ligne est égale à S/N = N(N2 + 1)/2. Mais comme les nombres
de toutes les lignes ont la même somme, il en résulte que, si le carré magique existe, chaque ligne a une
somme de S/N = N(N2 + 1)/2.

Pour accélérer les calculs, on va utiliser des nombres entiers en implémentation machine : on définira
chacune des variables comme :

v = BitVec('x%dy%d' % (x, y), 32)

où x et y sont les coordonnées, ce sont donc des entiers sur 32 bits.
Voici le plan : pour une taille de carré donnée,
1) on crée des variables de ce type pour toutes les cases du carré
2) on déclare que leurs valeurs sont distinctes
3) on calcule le nombre magique pour la taille donnée
4) on déclare que la somme de toute ligne est égale au nombre magique (utiliser la fonction Z3 Sum)
5) on déclare que la somme de toute colonne est égale au nombre magique
6) on déclare que la somme de toute diagonale est égale au nombre magique
7) on résout.

SOLUTION

import sys
import time
from z3 import *

def solve_magic_square(size):
"""Try to a solution for a size-magic square"""
def column(matrix, i):

"""Get the column i of matrix"""
return [matrix[j][i] for j in range(size)]

def get_diagonals(matrix):
"""Get the diagonals of matrix"""
return ([matrix[i][i] for i in range(size)], [matrix[i][size - i - 1] for i in range(size)])

def get_constrained_int(x, y, s):
"""Get an Int and add the constraints associated directly in the solver"""
# Int() is really really slower!
x = BitVec('x%dy%d' % (x, y), 32)
s.add(x > 0, x <= size**2)
return x

s = Solver()
magic = (size * (size**2 + 1)) / 2
matrix = [[get_constrained_int(y, x, s) for y in range(size)] for x in range(size)]

# Each value must be different
s.add(Distinct([matrix[i][j] for j in range(size) for i in range(size)]))

for i in range(size):
# Sum of each line, column must be equal to magic
s.add(Sum(matrix[i]) == magic, Sum(column(matrix, i)) == magic)

# Sum of each diagonal must be equal to magic
d1, d2 = get_diagonals(matrix)
s.add(Sum(d1) == magic, Sum(d2) == magic)
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if s.check() == unsat:
raise Exception('The problem is not sat')

m = s.model()
return [[m[val].as_long() for val in line] for line in matrix], magic

def display_magic_square(s, magic):
"""Display the magic square with the solution"""
print('Magic value: %d' % magic)
for i in range(len(s)):

print(('%.3d|' * len(s)) % tuple(s[i]))

def main(argc, argv):
if argc < 2:

print('Usage: ./magic_square_z3 <n>')
return -1

n = int(argv[1], 10)
print('Trying to find a solution for a %d-magic square..' % n)
t1 = time.time()
s, magic = solve_magic_square(n)
t2 = time.time()

print('Found a solution in %ds:' % (t2 - t1))
display_magic_square(s, magic)
return 1

if __name__ == '__main__':
sys.exit(main(len(sys.argv), sys.argv))

La Melancholia de Dürer (1514)
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