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1 Introduction.

Dans de nombreuses expériences, le résultat n’est pas connu a l’avance. Une telle expérience
est appelée expérience aléatoire. Ce caractere aléatoire peut étre du a une connaissance
plus ou moins incomplete des relations de cause a effet qui conduisent au résultat de
I’expérience, ou de celle des valeurs de parametres qui régissent ces relations, ou encore
au fait que les relations qui permettraient de prévoir le résultat sont trop complexes pour
qu’il puisse effectivement étre calculé.

Dans de nombreuses expériences, on a cependant quelque idée a priori du caractere plus
ou moins vraisemblable des différents résultats possibles. On peut alors convenir d’expri-
mer cette vraisemblance en affectant aux différents résultats des grandeurs numériques,
censées représenter des mesures de leur vraisemblance. La manipulation de ces grandeurs
numériques pourra alors fournir de nouvelles informations sur ’expérience. La théorie des
probabilités vise a formaliser ces idées intuitives.

Il est a noter que le fait d’associer un modele probabiliste a4 une expérience n’indique
pas si le choix de ce modele est pertinent, i.e. si les vraisamblences que 1’on associe aux
résultats sont réellement représentatives de cette expérience. Ce dernier point constitue
plutot un aspect de la théorie des statistiques, qui sera envisagée en deuxieme année.

Ce polycopié reprend dans ses grandes lignes des notes de cours utilisées a 1’école depuis
de nombreuses années [10]. On complétera utilement le cours de probabilité par la lecture
du polycopié de théorie de la mesure [11] distribué par ailleurs. La théorie des probabilités
s'inscrit en effet naturellement dans le cadre de la théorie de la mesure. De plus, la théorie
de la mesure est tres utilisée dans 1’ensemble des mathématiques de I'ingénieur.

2 Espace probabilisé.

On appelle espace probabilisable (ou espace mesurable) la donnée d’un couple (€2, B),
ou () est un ensemble, et B une tribu de parties de 2, c’est a dire un ensemble de
parties de €2, contenant €2, et stable pour les opérations de complémentation et de réunion

dénombrable :
QeB

AeB= A°eB (1)

(An)n:1,+oo cB= Un:1,+ooAn € B.

Lorsque €2 est fini ou dénombrable, on choisit souvent (mais pas nécessairement) comme
tribu ensemble P(£2) des parties de €2. Lorsque 2 = R, on choisit généralement la tribu
borélienne de R, notée B(R) qui est la plus petite tribu (au sens de I'inclusion) qui contient
les intervalles de R de la forme [a, b] (ou de fagon équivalente de la forme [a, b[, ou encore
de la forme | — 00, a, ...).

La plus petite tribu qui contient un ensemble donné de parties de €2 est appelée la tribu
engendrée par cet ensemble. Notons que l'intersection de plusieurs tribus est encore une
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tribu. Par suite, la tribu engendrée par un ensemble est 'intersection des tribus qui le
contiennent.

On appelera évenement associé a une expérience aléatoire une condition portant sur le
résultat de cette expérience. En fait, on convient d’identifier cet évenement a 1’ensemble
des valeurs de Q) pour lesquelles la condition qui définit cet évenement est réalisée. Ainsi,
un évenement F est identifié a ’ensemble

{w € Q; la condition FE est satisfaite pour le résultat w}.

La donnée d’une tribu peut donc étre vue comme la spécification d’une classe d’évenements
particuliere. Quand les éléments de 2 définissent des singletons {w} qui appartiennent &
B, {w} est parfois appelé évéenement élémentaire.

On verra que 1’on ne peut pas toujours modéliser une expérience aléatoire en se donnant
simplement une mesure de la vraisemblance de chacun des résultats possibles, mais que
cela peut étre fait en se donnant celle des évenements d’une tribu. La notion de me-
sure de probabilité permet de donner une forme mathématique a la notion intuitive de
vraisemblance d'un évenement.

Un espace probabilisé est donné par un triplet (2,5, P), ou (€2, B) est un espace pro-
babilisable, et P une mesure de probabilité sur B, i.e. une application définie sur B et
a valeurs dans [0, 1], telle que

P(Q) =1,

(2)
V(An)n=1+00, avec A;NA; =0 pour i # j, P(Up1 +00An) = anl#oo P(A,).

Conséquences. On vérifie que VA, B € B

AC B= P(A) < P(B),
(3)
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB),

et plus généralement, pour une famille (A,,),—1 x quelconque , la formule de Poincarré
indique que

P(Un=1,NAn) = Zn:l,N P(An) - Zi<j P(Ai a Aj) + Zi<j<k P(Ai N Aj N Ak)
(4)
A (DN PN N A,

Notons enfin qu'une mesure de probabilité est entierement caractérisée par les valeurs
qu’elle prend sur une famille génératrice de la tribu sur laquelle elle est définie.

3 Probabilité sur un ensemble fini ou dénombrable.

Pour fixer les idées, supposons que Q = {1,2,..., N}, ou Q = N. Dans ce cas, on prend
souvent B = P(Q2). La donnée d'une suite de nombres positifs (py)req, avec >, prp = 1
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définit entierement une probabilité sur (2, B). En effet, il est alors clair que

VA€ B, P(A)=> p (5)

keA

Dans le cas particulier ot les éléments de Q = {1, 2, ..., N} sont des éveénements élémentaires
équiprobables, i.e. Yk py, = 1/card(Q),

_ card(A)

P(A) = ward (6)

Dans ce cas, il apparait clairement que le calcul de la probabilité d'un éveénement se
ramene au probleme du dénombrement des éléments contenu dans cet évenement. A ce
sujet rappelons les résultats utiles suivants :

— nombre de permutations de n éléments : n! =n(n —1)...2.1

— nombre de de p-uplets ordonnés parmi n éléments : A2 =n!/(n —p)!

— nombre de fagons de choisir p éléments parmi n : C? = AP /p!

— formule de Stirling n! = n"e™"v2mn(1 + &(n)), avec lim,_,o, e(n) = 0.

4 Probabilité sur un ensemble non dénombrable.

4.1 Exemple.

Commengons par un exemple. Prenons 2 = [0, 1], et supposons que 'on réalise une
expérience aléatoire telle que toutes les valeurs de {2 aient “la méme chance” de se produire.
Il serait alors tentant d’affecter a chaque valeur de 2 une probabilité identique, notée
p, avec 0 < p < 1. Mais cela n’est pas possible car alors, on aurait nécessairement
P(Q) = +oo!

Par contre, on pourra caractériser une probabilité sur [0, 1] pour I'expérience précédente
en définissant une probabilité sur la tribu borélienne de [0, 1] (i.e. la tribu engendrée par
les intervalles fermés de [0, 1]) de la fagon suivante :

Va,b € [0,1], avec a < b, P([a,b]) = / dx =b—a.
[a,b]

Cette définition est cohérente avec l'idée d’équiprobabilité des éléments de [0,1]. Cet
exemple illustre I'intérét de la notion de tribu introduite précédemment.

4.2 Mesures de probabilité absolument continues.

Dans ce cours, on va se restreindre a 1’étude de deux classes essentielles de mesures de
probabilités : les probabilités discretes, définies sur des ensembles finis ou dénombrables
et que 'on a déja présentées, et les probabilités définies sur R (ou plus généralement R™)



qui sont absolument continues. Les mesures de probabilité absolument continues sont
celles pour lesquelles il existe une fonction f, appelée densité de probabilité de P, telle
que

WA € B(R), P(A) — /A f(x)dz. 1)

5 Probabilité conditionnelle.

Soient A et B deux évenements de 2. Lorsque P(A) # 0, on définit la probabilité
conditionnelle de B sachant A, notée P(B/A), ou P4(B), par

P(AN B)

P(B/A) = =55

(8)
On montre alors que 'application
PA: B —0,1]
B — P(B/A),
définit une probabilité sur (€2, B).

Les résultats simples suivants sont d’'un usage tres commun :
— Formule des conditionnements successifs : si P(A;N...NA,) #0,

P(AiN..NA,) =
(10)
P(A,JAiN...NA,—1)P(An—1/A1 N .. NApg)...P(A2 /A1) P(Ay)

— Formule de la probabilité totale : si (Aj)g=1n, est une partition de 2, avec P(A4;) >
0 pour k = 1,n,
P(A)= > P(A/Ap)P(Ay) (11)

k=1,n

— Formule de Bayes : si (Aj)g=1,, est une partition de Q, avec P(A;) > 0 pour
k=1n
P(Ax N B) P(B/Ay)P(Ay)
P(A,/B) = = . (12)
B = ThE) TS, PB/AIP(A)

6 Eveéenements indépendants.

Intuitivement, deux évenements A et B sont indépendants si le fait que A soit réalisé ne
modifie pas la probabilité de B. Ainsi, si P(A) # 0, on pourra caractériser I'indépendance
par le fait que P(B/A) = P(B). Plus généralement, on dira que deux évenements A et B
sont indépendants si

P(ANB)=P(A)P(B). (13)



On dira que les évenements A, ..., A, sont indépendants si
VI C{l,....n}, P(NicrAi) = e P(4;). (14)

Notons que cette notion est plus forte que celle de I'indépendance deux a deux des
évenements Aq,..., A,.

Si les évenements Ay, ..., A, sont indépendants, les évenements By, ..., B,, avec B, = Ay
ou By = Af, sont indépendants.

On dira que deux tribus A et B sont indépendantes si
VAe A, VB € B, P(ANB) = P(A)P(B). (15)

7 Variable aléatoires réelles.

7.1 Définition.

L’ensemble €2 des résultats d’une expérience aléatoire n’est pas nécessairement constitué
de grandeurs numériques, ce qui ne facilite pas leur manipulation. Par ailleurs la tribu
B que l'on définit sur 2 peut étre tres différente d’une expérience a une autre. Enfin,
pour une expérience donnée, on peut s’intéresser non pas spécifiquement au résultat lui
méme mais a une de ses grandeurs caractéristiques : ainsi, si I’expérience consiste a choi-
sir de fagon aléatoire un individu dans une certaine population, on pourra par exemple
envisager plus particulierement I’age de cette personne, sa taille, ... . L’introduction de la
notion de variable aléatoire permet de prendre en compte ces diverses situations de fagon
satisfaisante dans le cadre d'un formalisme unique.

Rappelons tout d’abord que si (Q,B;) et (€29, B2) sont deux espaces probabilisables, on
dit qu'une application X de €2y dans ) est mesurable si

VA € By, X 1(A) € By. (16)
Notons que si G5 est une famille génératrice de B, il suffit alors pour cela de vérifier que
VA € Gy, X H(A) € By. (17)

Une variable aléatoire réelle est une application mesurable X d’un espace probabilisé
(Q, B, P), dans (R, B(R)). Il suffit donc par exemple de vérifier que

Ve eR, X (] —o0,2])€B (18)

pour que X soit une variable aléatoire. On se limitera ici aux variables aléatoires a valeurs
dans (R, B(R)) ou dans (R™, B(R™)), B(R™) désignant la tribu borélienne de R" , c’est a
dire celle engendrée par les pavés de R™. Mais on peut définir des variables aléatoires a
valeurs dans des espaces plus généraux.

Pour une variable aléatoire réelle X, I’ensemble
B* ={X"(B); B € B[R)} (19)

est une tribu de () appelée tribu engendrée par X.



7.2 Loi d’une variable aléatoire.

Considérons I’application suivante

Px: B(R) — [0,1]

1
A o Py(A) = P(X-1(4)). (20)

Il est aisé de vérifier que Py représente bien une probabilité sur (R, B(R)). Il apparait
donc que 'on a transposé la probabilité P que l'on avait initialement définie sur (2, B),
en une probabilité Py sur (R, B(R)). Px définit la loi de probabilité de X.

On utilise classiquement des notations du type P(X € A) pour désigner la probabilité
P(X71(A)) = Px(A).

7.3 Fonction de répartition.

La loi Px d'une variable aléatoire X est entierement caractérisée par la connaissance
des grandeurs Py (] — 00, z]), Vx € R. Il apparait donc que la connaissance de Py est
équivalente a celle de la fonction Fy définie par

Fx(xz) = Px(] — o0, x]). (21)

La fonction Fx est appelée fonction de répartition de la variable aléatoire réelle X.
Indiquons quelques propriétés immédiates de la fonction de répartition :

— Fx est croissante

— limy, oo Fix () =0, lim, 1o Fx(z) =1

— F'x est continue a droite.
On montre réciproquement que toute fonction qui satisfait a ces propriétés est la fonction
de répartition d’une certaine variable aléatoire réelle.

Dans le cas de variables aléatoires discretes, i.e. telles que X (€2) est un ensemble fini ou
dénombrable,

Fx(r)= ) Px({s}) (22)

s€X(Q),s<x,

Dans ce cas, la fonction de répartition est donc une fonction en escalier discontinue pour
les valeurs de X (€2), et la valeur du saut de Fx en s € X(Q2) est donnée par

Fx(s) — lim Fx(z) = Px({s}). (23)

T—S™

Dans le cas de variables aléatoires absolument continues, i.e. telles que Py soit absolument
continues, Px est caractérisée par une densité de probabilité fx telle que

VA€ B(R), Py(A)= /A Fx(@)da. (24)

Donc, en particulier,

Fx(z) :/] ]fX(x)dx. (25)
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La fonction de répartition est donc ici une fonction dérivable, de fonction dérivée fx.

Notons au passage que f est la densité de probabilité d’une certaine mesure de probabilité
si et seulement si
— f est positive,

— [ f(x)dz = 1.
R
Remarque La fonction de répartition est parfois définie par Fx(z) = Px(] — 0o, z]).

Cette définition modifie légerement les énoncés précédents. Ainsi, on aura la continuité a
gauche au lieu de la continuité a droite, ...

8 Intégration des variables aléatoires.

8.1 Principe.

Pour une mesure de probabilité P sur un espace probabilisable (€2, B), et toute fonction
tagée >, , aila,, avec A; € B (i = 1,n), on définit la grandeur

]E[Z a;ly,) = Z a;P(Ay), (26)

ou
]IA- 0 = R

w — 1siweA; (27)
0siw ¢ Az

On convient de noter cette grandeur
E[)  a;lly] :/ > ailly, (w)dP(w). (28)

i=1n i=1n

Par ailleurs, on montre que toute fonction mesurable de (€2, B) dans (R, B(R)) peut s’écrire
comme limite d’une suite de fonctions étagées, et qu’il est ainsi possible d’étendre la
définition précédente a I’ensemble des fonctions mesurables par passage a la limite. Pour
une variable aléatoire X quelconque sur (€2, B, P), on note cette limite

/ X(w)dP(w (29)

Cette expression est appelée espérance mathématique, ou moyenne, de X. La formule
suivante, appelée théoréme de transfert, permet d’effectuer simplement le calcul de
E[X], ou plus généralement d’expressions de la forme E[g(X)], ou g est une fonction
mesurable de (R, B(R)) dans (R, B(R)) (g(X) est donc une variable aléatoire) :

Eo(X)] = | o(X@)dP) = [ g(@)iPs(a) (30)
En particulier, pour une variable aléatoire discrete,

Elg(X)] = > g(s)Px(s). (31)

sEX(Q)
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Pour une variable aléatoire absolument continue de densité fy,

Elg(X)] = / o) fx (x)dz. (32)

R

Remarques.
1) En fait, compte tenu du mode de construction de Iespérance mathématique, les ex-
pressions précédentes n’ont de sens que si on a respectivement

S lg(s)|Px(s) < oo, et / l9(@)] fx (2)dz < 0. (33)
SEX(Q) R

2) Pour un éveénement A, il est clair que

Px(A) = E[TA(X)]. (34)

8.2 Moments des variables aléatoires.

On définit le moment (resp. le moment centré) d’ordre m d’une variable aléatoire X par
E[X™] (resp. E[(X —E[X])™]). (35)

Le moment centré d’ordre 2
ok = E[(X - E[X])’] = E[X"] - (E[X])* (36)

est appelé variance de X, et ox est 'écart type de X. Les inégalités suivantes font
intervenir les moments et fournissent des majorants de la probabilité de dispersion d’une
variable aléatoire au dela d’un certain domaine :

— inégalité de Markov

E[IX]™]

am

Va>0,¥m >0, P(X|>a)<

, (37)

— inégalité de Bienaymé-Tchebychev (cas particulier de l'inégalité de Markov)

2

P(IX ~E[X]| > a) < 7. (38)

8.3 Fonction caractéristique.

On a vu en traitement du signal I'intérét de la transformée de Fourier. De méme que l'on
peut caractériser la loi d’une variable aléatoire par sa fonction de répartition, on pourra
la décrire au moyen de sa transformée de Fourier. La fonction

ox(t) =B = [

X P — / ¢ Py () (39)
Q

R

est appelée fonction caractéristique de X.
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Pour une variable aléatoire discrete

ex(t)= 3 ¢ Px(s), (40)

sEX(Q)

et pour une variable aléatoire absolument continue,

wx(t) :/]Reitxfx(x)dx. (41)

Les fonctions carcatéristiques satisfont aux propriétés suivantes
— ox(0) =1, Jox()] <1
— @x(t) est continue (d’apres le théoréme de convergence dominée de Le-
besgue)
— ox(t) = px (=)
— Pax+p(t) = e®px(at)
— ©x, = Px,, sl et seulement si X; et X5 ont la méme loi de probabilité.
— si Px est absolument continue et [, [¢x(¢)]dt < oo,

et = 5= [ e oxtt, (42)

— x(t) est une fonction de type positif :

Vn € N*, V<Zk)k:1,n - (Cn, V(tk)kzlgn - Rn, Z ZkZ;<PX<tk — tl) > 0. (43)

k=1,n

Réciproquement, toute fonction de type positif égale a 1 en 0 est une fonction
caractéristique (théoreme de Bochner).
— si E[X"] existe, alors E[X*] aussi pour k = 0,n, et
px(t) =Y TE[X ] +t"e(?), (44)

k=0,n

avec lim;_,oe(t) = 0. De plus, E[X"] = (—i)"gog?)(()) (cpg?) est la fonction dérivée
d’ordre n de wg?)).
Fonction génératrice des moments. Pour les variables aléatoires pour lesquelles X (2) C
N, on utilise souvent la fonction génératrice des moments de préférence a la fonction ca-
ractéristique. Celle ci est définie par

gx(2) = E[z*] = Z 2"Px({n}), pour z € C, et |z| < 1. (45)

nex(Q)

On a alors ¢ (1) = E[X], ¢%(1) = E[X(X - 1)],...

9 Couples de variables aléatoires.

Les résultats que 1’on va voir maintenant se généralisent immédiatement au cas de vecteurs
aléatoires de taille quelconque.
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Soient deux espaces probabilisables (E1, By), et (E2, By). On peut définir sur £y x Fs la
tribu engendrée par les éléments By x By € By x By. Cette tribu sera notée By ® Bs.

En particulier, on définit sur R? la tribu borélienne B(R?) = B(R) ® B(R), qui est la tribu
engendrée par les ensembles | — 0o, x| x] — 00, y]. Si X et Y sont deux variables aléatoires
réelles définies sur un méme espace probabilisé (€2, 5, P), le couple (X,Y) définit une
variable aléatoire sur (€2, B, P), & valeurs dans R? muni de la tribu B(R?). En effet, pour
la famille génératrice de B(R?) constituée des ensembles de la forme C' = A x B, avec
A, B € B(R),

X, Y)"'{(C)=X"1A)nY YB)eB. (46)

Plus généralement, on aura alors

VO € B(RY), (X, V) HO)={weQ(X(w),Yw)eC}eB. (47)

9.1 Loi conjointe.

La loi conjointe de (X,Y) est donnée par la probabilité Py y définie sur (R, B(R?)) par
VC € B(R?), Pyy(C) = P((X,Y)(O)) (15)

P((X,Y)"}(C)) est encore notée P((X,Y) € C). Puisque B(R?) est engendrée par les
évenements By X By, ou By, By € B(R), la connaissance des probabilités Py y (B; X By) =
P({X € B} N{Y € By}) caractérise entierement Py y. Pour les mémes raisons, Px y est
caractérisée par la connaissance de la fonction de répartition de (X,Y) :

Fxy(z,y) = P(X <=z,Y <y) (x,y € R). (49)

Dans le cas de variables aléatoires discretes, i.e. si X(€) x Y () est fini ou dénombrable,
P((X,Y)e Q)= > P(X =m,Y =n). (50)
(myn)eCN(X(Q)xY ()
On dit que Pyxy est absolument continue s’il existe une fonction fxy telle que Va,y € R
Fay(ey) = [ Frov (s t)dsd. 61)
] —o00,2]x]—00,y]
Alors, il est clair que

PX,y(C) = /CfX,y(I,y)dl'dy (52)

Notons que dans ce cas fxy s’obtient simplement par dérivation de Fxy :

2

0xdy

fxy(z,y) = Fxy(z,y). (53)
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9.2 Lois marginales.

Les lois de X et de Y peuvent étre obtenues a partir de celle du couple (X,Y) (la
réciproque est fausse!). Px et Py sont alors appelées lois marginales du couple (X,Y), et
sont données par

Px(B)) = P(X € B;,Y €R), et Py(By) = P(X €R,Y € By). (54)

De facon analogue,
Fx(z) =limy o Fxy(z,y)

(55)
et Fy(r) =lim, o Fxy(z,y).

En particulier, dans le cas discret,

P(X=n)= Y PX=nY=m), (56)
meyY (Q)

et dans le cas absolument continu,

fx(x) = / fxy(z,y)dy. (57)
R

9.3 Intégration des fonctions d’un couple de variables aléatoires.

Le théoreme de transfert s’écrit ici sous la forme

Elg(X,Y)] = / o, y) APy (2, 9). (58)

RQ

pour toute fonction g mesurable de (R?, B(R?)). Dans le cas discret, cette relation devient

E[g(X,Y)] = > g(m,n)P(X =m,Y =n), (59)

(m,n)eX(Q)xY(Q)

et dans le cas absolument continu,

E[g(X,Y)] = /R g(z,y) fxy (z, y)dudy. (60)

En particulier, la fonction caractéristique du couple (X,Y) est définie par
pxy (u,v) = E[e 0], (61)
Dans les cas discret et absolument continu, on obtient alors respectivement

exy(u,v) = Z(m,n)eX(Q)xy(Q) ei(umﬂn)PX,Y({(ma n)})
(62)

et @X,Y(uv U) - fR2 ei(ux+vy)fX’Y(x’ y)dxdy
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9.4 Changement de variables.

Considérons une transformation ¢ de R* dans R? | et notons (U, V) = ¢(X,Y). On fait
les hypotheses suivantes :

- Pxy est absolument continue, et fxy > 0 sur un ouvert O de R2, et nulle & I'extérieur
de O.

- ¢ est bijective de O sur un ouvert O, et V(z, y) € O, le jacobien de ¢, Jy(z,y) = |¢'(x,y)],
est non nul. rappelons que

ou(z,y) Ou(z,y)
J¢> (I, y) = avé()af,y) Bv?:%/,y) (63>
ox oy
Py est alors absolument continue, de densité
Fuw (,0) = ——— oy (67 (u,0) T (1, v) (64)
vv\u,V) = 7/ JXY u,v))lo\u,v).
’J¢(xay)|

Remarque. De fagon plus générale, on obtient la loi de (U, V') en passant par les fonctions
de répartition. Ainsi,

Fyv(u,v) = P(U <u,V <v) = Pxy(¢ (] — 0o, u]x] — o0, v])). (65)

Bien sir, cette remarque s’applique aussi au cas de transformations du type U = ¢(X) :
alors Fy(u) = Px (¢ 1(] — 0o, u)).

9.5 DMatrice de covariance.

On définit la covariance des variables aléatoires de X et de Y par
cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]. (66)

La covariance est une forme bilinéaire symétrique. cov(X, X) = 0% est la variance de X.
Le coefficient de corrélation de X et de Y est donné par

cov(X,Y
p(X,Y) = coulX,Y) (67)
OxO0y
et est compris entre -1 et +1 car I'inégalité de Cauchy-Schwarz indique que
IE[XY]| < E[X?YE[YH!2, (68)

Si X et Y sont des vecteurs aléatoires X = [X,...,X,]7, et Y = [V1,...,Y,]7, la
matrice de covariance de X et de Y est la matrice Rxy de taille n x m et de terme général
[RXY]ij = COU(Xi, Y}), 1e

Ryy = E[(X —E[X])(Y —E[Y])"]. (69)
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Lorsque Rxy = 0, on dit que les vecteurs X et Y sont décorrélés. Dans le cas ou X et Y
sont des variables aléatoires scalaires, la décorrélation de X et de Y se traduit donc par

E[XY] = E[X]E[Y]. (70)

Si X =Y, on note simplement Ry la matrice de covariance du vecteur X.

Rx est une matrice positive, i.e. pour tout vecteur v € R™, u” Rxu > 0. Notons de plus
que si A et b sont une matrice et un vecteur quelconques (de tailles compatibles),

Raxys = ARx A", (71)

10 Espérance conditionnelle et loi conditionnelle.

On cherche ici a approcher une variable aléatoire Y a partir de la connaissance d’une
variable aléatoire X.

10.1 Théoréme de projection.

Notons L?(Q, B, P) lespace des variables aléatoires réelles définies sur (2,8, P) pour
lesquelles E[X?] < oo, muni du produit scalaire défini par < X, Y >= E[XY]. On peut
montrer que L?(Q, B, P) est un espace de Hilbert, i.e. un espace vectoriel normé complet
muni d’un produit scalaire. Dans un espace de Hilbert H, on dispose d’un résultat tres

intéressant, le théoreme de projection, qui indique que pour tout sous espace vectoriel
fermé I de H,

W eHIY EF, Y=Y |y=win|Y ~Z |n. (72)
S

ou || . ||z représente la norme définie sur H. Y* est la projection orthogonale de Y sur
H. Une caractérisation possible de Y* est donnée par le résultat suivant : Y* est le seul
élément de F' tel que

VZeF, <(Y-Y"Z>y=0, (73)

ou < .,. > représente le produit scalaire défini sur H.

10.2 Régression linéaire et affine.

Plagons nous dans L?(€), B, P). Prenons pour F 'espace des combinaisons linéaires des
variables aléatoires aléatoires X1, ..., X, et cherchons a approximer une variable aléatoire
Y de L*(2, B, P) comme un élément de F. L’approximation de Y qui consiste a prendre
la projection de Y sur F' est appelée 'approximation de Y “au sens des moindres
carrés”. D’apres la formule de caractérisation (73), la solution Y* = >", | ~ar X} de ce
probleme doit vérifier 7

E[(Y —a" X)XT] =0, (74)
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ot a=l[ay,...,a,)", et X =[Xy,...,X,]". Donc E[XXT]a = E[XY].
Si les variables aléatoires (Xj)g=1, sont linéairement indépendantes, i.e. si

E(Y aXp)’]=0=c=...=c, =0, (75)

k=1n
il est alors clair que la matrice E[X X7] est inversible, auquel cas,

a = (E[XXT])'E[XY]. (76)

Pour ce qui concerne la régression affine, on cherche a approximer Y comme une com-
binaison linéaire des variables aléatoires Xy,..., X,,1, ou 1 est la variable aléatoire qui
prend toujours la valeur 1. On montre que dans ce cas ’approximation de Y “au sens des
moindres carrés” est donnée par

Y* = E[Y] + Ryx B3 (X — E(X)). (77)
Dans le cas ou X = X7, la droite d’équation

cov(X,Y)

2
Ox

y=E[Y]+ (z — E[X]) (78)
est appelée droite de régression de Y par rapport a X. En pratique, 'observation
d’une réalisation x de la seule variable X permet alors d’estimer par y la réalisation
correspondante de la variable Y.

10.3 Espérance conditionnelle.

On cherche maintenant a raffiner I’approximation de Y a partir de la connaissance de X, en
choisissant une approximation parmi les variables aléatoires de la forme h(X), ou h est une
fonction mesurable (pour que h(X) soit une variable aléatoire) telle que [ h(x)*dPx(z) <
oo (pour avoir h(X) € L*(Q, B, P)). On note L*(R, B(R), Px) 'ensemble de ces fonctions
h. On montre facilement que 1’ensemble des variables aléatoires h(X') correspondantes est
L2(Q2, BX, P), ou B¥ est la tribu engendrée par X : BX = {X~1(B); B € B(R)}. Notons
que L?(2, BX, P) est un sous espace de Hilbert de L*($, B, P).

La variable aléatoire Y* = h*(X) recherchée est donc la projection de Y sur le sous
espace L%(Q, BX, P) de L*(), B, P). On notera Y* = E[Y/X] et on l'appellera espérance
conditionnelle de Y sachant X. On peut caractériser la variable aléatoire h*(X) = E[Y/X]
en utilisant la relation (73) :

Vg € L*(R, B(R), Px),E[(Y — h"(X))g(X)] = 0. (79)
En particulier, on a la relation souvent utile

E[E[Y/X]] = E[Y]. (80)
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Dans le cas de variables aléatoires absolument continues, la relation (79) devient
E[(Y = p*(X)g(X)] = Jpo(y = 1" (2)))g(2) fxv (z, y)dxdy
= [L, yBrldy — b (2)]g(2) fx (2)da (81)
= 0.

Donc, puisque la relation est vraie Vg € L*(R, B(R), Py),

o) = [y, (52)

sur tout ouvert ou fy(x) ne s’annule pas. Notons que lorsque fx(z) = 0,  ne peut pas
étre une réalisation de X, et h*(z) n’a donc pas besoin d’étre défini en un tel point.

La courbe y = h*(x) s’appelle courbe de régression de Y par rapport a X.

10.4 Loi conditionnelle.

h*(z) peut étre vue comme 'espérance de Y conditionnellement & I’événement {X = x}.
On note alors h*(z) = E[Y/X = z]. D’apres (79), h*(z) est aussi 'espérance de la variable
aléatoire dont la loi a pour densité

_ Ixv(z,y)

Jy/x=(y) = OB (83)

que l'on note aussi fy ~*(y). Cette loi est appelée loi conditionnelle de Y sachant X.

Notons que dans le cas de densités de probabilités continues, cette définition de la loi
conditionnelle est cohérente, avec le résultat que 'on obtient en calculant les grandeurs
P(Y € B/X € [z, + h]), et en faisant tendre h vers 0 :

lim P(Y € B/X € [r,2+ h]) = / el (s4)

Dans le cas discret, le calcul est plus simple dans la mesure ou lorsque P(X = n) # 0, on

a d’apres la définition de la probabilité conditionnelle d’un évenement sachant un autre

PH{Y € B}n{X =n})
P(X =n)

P(Y € B/X =n) = . (85)

On note souvent la loi conditionnelle de Y sachant X = x sous la forme Py, x—,, ou encore
PY=".
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11 Variables aléatoires indépendantes.

Deux variables aléatoires réelles X et Y définies sur (2, B, P) sont indépendantes si
VA, Be B, P(X €AY € B)=P(X € A) x P(Y € B), (86)

ou P(X € AY € B) constitue une notation usuelle pour P({X € A} n{Y € B}).
cette relation s’écrit encore Pxy(A x B) = Px(A)Py(B). Notons que la définition de
I'indépendance de X et de Y équivaut a celle des tribus BX et BY.

L’indépendance de X et de Y s’exprime de facon équivalente par
Vr,y € R, Fxy(v,y) = Fx(z)Fy(y). (87)

Dans le cas discret, on aura donc P(X =m,Y =n) = P(X = m)P(Y = n), et dans le
cas absolument continu, fxy(z,v) = fx(z)fy(y).

On peut caractériser 'indépendance de deux variables aléatoires X et Y a partir des tribus
BX et BY engendrées par X et Y respectivement. Pour cela, on définit I'indépendance
de deux tribus : les tribus B; et By sont dites indépendantes si

VB, € Bl, VB, € BQ, P(Bl N BQ) = P(Bl)P(BQ> (88)

L’indépendance de X et Y est équivalente & celle des tribus BX et BY.

Autres caractérisations : les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement
si I'un des criteres équivalents suivant est vérifié.

— Vg, h mesurables, E[g(X)h(Y)] = E[g(X)]E[h(Y)].

- \V/U,U S R? (pXY(uer) = SOX(U)QOYO»

— Vx € R, PY/X:x =P
Il est clair que deux variables aléatoires indépendantes sont décorrélées. La réciproque est
fausse en général.

Pour deux variables aléatoires indépendantes X et Y oxiy(u) = ¢x(u)py(u), donc
Ifxey(8) = fx(s)* fy(s) (% : produit de convolution).

12 Vecteurs gaussiens.

12.1 Loi d’un vecteur gaussien.

Les vecteurs gaussiens sont des vecteurs aléatoires X = [X,..., X,,]T dont la loi possede
une fonction caractéristique de la forme

ox(u) = Ele'Zr=10"%k] = exp(i.umyx — (1/2)u’ Rxu). (89)

On montre que mx et Ry représentent alors respectivement le vecteur moyenne E[X] et
la matrice de covariance E[X XT] — mxm% de X.
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Dans le cas ou |Rx| # 0, la loi du vecteur X est absolument continue, de densité de
probabilité

fx(z) = (21) N2 Ry |71/? exp[—%(x —mx) Ryt (x —my)], Vre€R™ (90)

Dans le cas ou X est un vecteur aléatoire a valeurs complexes, la densité de probabilité de
X est obtenue en identifiant X & un vecteur aléatoire de R?® dont les composantes sont
les parties réelles et imaginaires des composantes de X. Si ce vecteur aléatoire a valeurs
dans R?" est gaussien, on dira que X est un vecteur aléatoire complexe gaussien.

La donnée d’un vecteur m et d’une matrice positive R de taille n X n caractérisent
entierement la loi d'un certain vecteur gaussien X = [X,..., X,,|T pour lequel E[X] = m,
et cov[X;, X;| =R

i7j'

12.2 Espérance conditionnelle dans le cas gaussien.

Notation. X ~ N (mx, Rx) signifie que la loi de X est une loi gaussienne de moyenne
mx et de matrice de covariance Rx.

Pour un couple gaussien de vecteurs (X,Y’), on montre que E[X /Y] coincide avec la pro-
jection de X sur 'espace vectoriel engendré par les combinaisons linéaires de composantes
de Y. Plus précisémment, on a le résultat suivant :

Si (X,Y) est un couple gaussien de vecteurs et myx, my, Rx, Ry, Rxy les moyennes, co-
variances et intercovariance de ces deux vecteurs,

E[X/Y] =mx + nyR;/l(Y — my) (91)
et la loi conditionnelle de X sachant Y suit une loi

N(mx + Rxy Ry (Y —my), Ry — Rxy Ry Ryy). (92)

Démonstration. Notons
Z =X —mx — RxyRy' (Y — my). (93)

I1 est facile de voir que
Z\ 0 Rx — RxyRy'R%y 0
R (0 R A ) R

E[X/Y] =E[Z/Y]+mx + RxyRy'E[(Y —my)/Y]

Par suite,

= ]E[Z] +mx + nyR;}(Y - TTLY) (95)
=mx + nyR;l(Y — my).
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Il est également clair que

Ele™X /Y] =E[e™?/Y]expliul (mx + Rxy Ry (Y —my))]
(96)
= expliu’ (mx + Rxy Ry' (Y —my)) — 3u” (Rx — Rxy Ry' Ry )ul,

ce qui termine la démonstration. 5

Remarques.

1) Le résultat précédent montre clairement que si deux vecteurs aléatoires gaussiens sont
décoréllés, alors ils sont nécessairement indépendants. Cette propriété n’est vraie que pour
des vecteurs gaussiens.

2) Si X ~ N(myx,Rx), et A et b une matrice et un vecteur, AX +b ~ N(Amyx +
b, ARy AT).

13 Convergence des variables aléatoires.

Malgré leur nom, les variables aléatoires sont des fonctions, et il est classique pour ce type
d’objet mathématique de définir différents types de convergence. Ces différentes notions
permettent de formuler plusieurs résultats remarquables concernant la convergence de
suites de variables aléatoires indépendantes (dans le cas de variables dépendantes, il existe
des extensions de ces résultats).

13.1 Convergence en probabilité.

La suite (X,,)nen converge en probabilité vers la variable aléatoire X, et on note X, A x
si
Ve>0 , lim P[X,—X|>¢=0. (97)

n—-+o0o

13.2 Convergence en moyenne d’ordre « - Loi faible des grands
nombres.

On dit que la suite (X,,),en converge en moyenne d’ordre «, avec o > 0, vers la variable

;L Le .
aléatoire X, et on note X,, — X, si

lim E[X, — X|] =0. (98)

n—-+oo

En pratique, o vaut souvent deux. On parle alors de convergence en moyenne quadratique.

Loi faible des grands nombres. Soit une suite (X,),ey de variables aléatoires. On
suppose les variables aléatoires indépendantes, de méme loi, et de variance finie. Alors
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(1/n)>,_;, X, converge en moyenne quadratique vers l'espérance commune des va-
riables, E[X}] :

X1+ Xot ot X,
1t Rt ¥ A 2oy, (99)

n

13.3 Convergence presque sure - Loi forte des grands nombres.

Soit un espace probabilisé (2, B, P). On dit que la suite (X,,),en converge presque surement,
vers la variable aléatoire X, et on note X,, == X, si

AN C Q, avec P(N)=0, weQ—N,= (X,(w) = X(w)). (100)

Un ensemble N tel que P(N) = 0 est dit de mesure nulle pour la mesure de probabilité
P.

Critére de convergence presque siire.! Le critere suivant est souvent utilisé pour
démontrer la convergence presque sure. Si on peut montrer que pour tout A positif, la
série des probabilités P(|X,, — X| > \) est de somme finie, alors la suite (X, ),en converge
vers X presque sturement. En termes mathématiques,

(VA > 0, ip(p(n —X|>)\) <o) = (X, 25 X). (103)

n=1

Loi forte des grands nombres. Soit (X, ),y une suite de variables aléatoires indépendantes,
de méme loi et avec une espérance finie. Alors (1/n) >, _, , X converge presque siirement
vers 'espérance E[X;] commune aux variables aléatoires :

Xi+Xo+ ..+ X, ps.
S

- E[X,). (104)

13.4 Convergence en loi - Théoreme limite-centrale.

C’est une propriété de convergence faible tres souvent utilisée en pratique. On dit que la
suite de variables aléatoires (X,,),en converge en loi vers la variable aléatoire X, et on

note X,, — X, si I'une des conditions suivantes est vérifiée

1. Ce critére est une conséquence du lemme de Borel-Cantelli. Pour énoncer ce lemme, rappelons
tout d’abord que limsup A,, = Npen(Up>pA,), représente 'ensemble des éléments qui sont communs &
une infinité d’ensembles A,,. On montre alors que pour un ensemble d’évenements (A, )nen,

> P(Ay) < 00 = P(limsup A,,) = 0, (101)
neN

et si les A,, sont deux & deux indépendants,

> P(Ay) = o0 = P(limsup A,,) = 1. (102)
neN

Ce résultat est également connu sous le nom de loi du tout ou rien.
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— FXx,, () converge vers Fx(x) en tout point de continuité de Fx

— @x, (t) converge vers ¢x(t) en tout point ¢ de R.

— pour toute fonction g continue bornée, E[g(X,,)] converge vers E[g(X)].
Lorsque les variables aléatoires sont absolument continues, la convergence en loi est
équivalente a la convergence simple de fx, (x) vers fx(z).

Théoréme limite-centrale (en anglais central limit theorem). Soit une suite (X, )nen
de variables aléatoires indépendantes, de méme loi de variance finie o?. Notons S, =
X; 4+ ...+ X,. Alors

Sy, — E[S,]

gs

L5 N(0,1) (105)

n

D’apres la linéarité de I'espérance on a évidemment E[S,] = nE[X1] et 03 = no¥k,.

Remarque sur les suites gaussiennes. La limite d'une suite de variables aléatoires
gaussiennes (X, ),en, convergente dans l'espace L*(€, B, P) des variables aléatoires réelles
X sur (Q,B, P) pour lesquelles E[X?] < oo, est une variable aléatoire X gaussienne.
Pour s’en assurer, il suffit de vérifier que E[X,,] et E[X?] convergent vers E[X] = mx
et E[X?] = o% + m%, puis de remarquer que les fonctions caractéristiques py, (u) de
variables aléatoires X,, convergent vers exp(i.mxu — o%u?/2) en tout point de u € R.

13.5 Relations entre les différents types de convergence.

On a les relations suivantes entre les différents types de convergence

X, 25 X — X, 5 X — X, 55X
1
X, 25 x
f

XnL—ﬁ>X 0>«

14 Quelques lois de probabilités classiques.

14.1 Lois discretes.

Loi discrete uniforme.
Epreuve type : choix au hasard d’un entier entre 1 et N.

P(X =k)= %]I{l,...,N}(k>- (106)

N+1  , N*-—-1 ()_zzN—l
G 12 W TN

ou gx(z) est la fonction génératrice des moments.

E[X] , (107)

g =
X z—1
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Loi de Bernoulli.
Epreuve type : On parle d’épreuve de Bernoulli pour une expérience qui a deux issues
possibles, exprimées par X = 0 (“échec”), et X = 1 (“succés”). P(X =0) =1 —p, et
P(X=1)=np.

EX]=p, ox=p(1—-p), gx(z)=1-p+p> (108)

Loi Binomiale : B(n,p).

Epreuve type : On compte le nombre de “succes” obtenus au cours de n épreuves de
Bernoulli successives indépendantes. Une variable B(n, p) peut étre vue comme la somme
de n variables de Bernoulli indépendantes de méme parametre p.

E[X]=np, o% =np(l—p), gx(2)=(1—p+p2)" (110)

Loi Multinomiale.
Epreuve type : tirage de n objets avec remise parmi r classes d’objets. Soit p; la proba-
bilité de la classe 7 (3, pi = 1).

La probabilité de tirer n; objets de la classe 1, ny de la classe 2, ..., avec Y ;_, n; = n, est

n! e
P(ni,ng,..,n.) = Hr—ln,HM (111)
=177 4=

Loi de Poisson : P()\).

Epreuve type : nombre d’événements réalisés pendant un certain intervalle de temps,
ces évenements se produisants de fagon indépendante (nombre de clients a un guichet,
d’appels & un central téléphonique, ... )

oy

P(X:k:):e H,

keN,  A>0. (112)
E[X] =0% =X gx(z) =7V, (113)

Si X ~P(N),Y ~P(u), et X et Y indépendantes, X +Y ~ P(A+ p).

Loi géométrique (ou de Pascal) : G(p).
Epreuve type : Dans une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre
p, c’est le nombre d’épreuves a effectuer pour obtenir un premier ”succes”.

P(X=n)=p¢q" avecneN, 0<p<l etp+qg=1. (114)

2 p

:1—qz

EX]==, ox=5+= gx(2) (115)

'BwlrQ
DI
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Loi hypergéométrique : H(N,n,p).
Epreuve type : tirage sans remise. C’est la probabilité de tirer k£ boules noires en tirant
n boules dans une urne de N boules dont Np sont noires.

Ch O . :
P(X = k) = % si max(0,n — N(1 —p)) < k < min(n, Np) (116)
0 sinon

) ck .onk

Autre formulation avec N = Ny + Ny, et Ny = Np: P(X = k) = 5—2

N1+No

N —n

E[X]=np, ok = (1 -p). (117)

Loi binomiale négative : Bn(r,p).
Epreuve type : nombre d’épreuves a effectuer pour obtenir un r-eme ”succes” dans une
suite d’épreuves de Bernoulli.

Ciig" ™ sik>r
PX =) = { Ok 1 sinon . (118)
T q Pz "
EIX] = - 2 L = ) 119
X =0 =rd axto = (12 (119)

14.2 Lois a densités.

Loi uniforme : U, ).
Loi uniforme sur [a,b] : fx(z) = ;5 1o 4().

EX] =272 o= . (120)

Loi gaussienne : N (m,o?).
Pour le cas vectoriel, on pourra se référer au paragraphe 12.1. Pour le cas scalaire, X ~

N (m,o?) si

1 _ (a=m)?

fx(z) = 27m€ 202 . (121)
E[X] =m et 0% = 0.
ox(t) = ™2 (122)
Si X ~ N(0,1),
2p!
E[X*™] =0, E[X*]= %. (123)

Les calculs sur les lois gaussiennes amenent parfois a considérer les fonctions erf (error
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function), er fc ou @ définies par

erf(z) = lfme*“ du

erfe(z) = \/%? [ e du (124)
_u? _
Q(x) zl—ffooe\/%du:\/% L €2 du

Notons que Q(z) = %erfc(\%), et erfe(z) = 2Q(xv/2). Ces fonctions apparaissent no-
tamment dans les calculs de probabilités d’erreurs de transmissions en communications
numeériques.

Loi gamma : (6, \).

X ~ (0, si
. o) = et e (o) (125)
xX\Tr) = F(Q)x e Ry x),
avec I'(0) = [;7 2% e "da.
0
E[X] = % ox = % px(t) = (Aii» : (126)
E[X"] = %xn — (40 —1)(n+0—2)..6\" (127)

Notons que AX ~ 7(6,1).

Cas particuliers importants de la loi v : lois d’Erlang (v(n,\), n € N), loi du chi-deux
(v(n/2,1/(202))), loi exponentielle (y(1,\)).

Loi du chi deux x*. Soit X =37, _, X}, avec X ~ N(0,07) et indépendantes. On dit
que X suit une loi du x? a n degrés de liberté.
1 n_y

fx(z) = MZ%—F(%’)QT exp (—7> : (128)

1
E[X] =no®, o% =2no", ox(t) = ( (129)

1 — 2ito?)™/2’

Loi exponentielle : £(\). Epreuve type : temps d’attente entre deux phénomenes
indépendants tels que des arrivées a un guichet, ou des appels téléphoniques.

fx(x) = Ae Mg, (v) (130)
1 A
EX] =+, ok = % ox(t) = 37— (131)

Propriété caractéristique : P(X > b/X >a) = P(X > b—a).
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Notons que la loi exponentielle est une loi x? & deux degrés de liberté.

Loi d’Erlang. C’est une loi y(n, A). Epreuve type : c’est la loi de 'instant ou se produit le
n-eme évenement pour des phénomenes indépendants qui suivent une loi £(A) (e.g. temps
du n-eme appel téléphonique a un central).

)\ne—)\a:xn—l
fx(x) = WHR+(x) (132)
n 9 n A
EX]=+, ox=1 ex(t)=(G—7)" (133)

Loi de Rayleigh : R(0?).

Epreuve type : soit X = /X? + X2, avec X1, Xy ~ N(0,0%) et indépendantes. On dit
que X suit une loi de Rayleigh. C’est aussi la racine carrée d’une loi exponentielle. La
loi de Rayleigh apparait souvent pour décrire le bruit en sortie de certains récepteurs de
transmissions.

fx(x) = %eXp(%)HR+(az). (134)
E[X] = o g 0% = (2 — 7/2)0% (135)

vx(t) n’admet pas ici d’expression analytique.
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