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1 Introduction
Les équations différentielles servent à décrire des phénomènes
physiques très variés. Cependant, dans de nombreuses situa-
tions les phénomènes observés ne suivent que grossièrement
les trajectoires des équations qui semblent devoir leur corres-
pondre. Les causes possibles d’un tel comportement peuvent
être variées : erreur de modélisation, fluctuation au cours du
temps des paramètres de l’équation, présence de bruit d’ob-
servation, ... . Dans ces situations, les approches probabilistes
trouvent naturellement leur place et il peut alors être inté-
ressant d’incorporer des termes aléatoires dans les équations
différentielles afin de prendre en compte les incertitudes pré-
cédentes. Cependant, l’introduction de ces termes aléatoires
conduit à une intégration des équations qui ne correspond
pas, en général, à une adaptation immédiate de la théorie
classique des équations différentielles.
Un premier objectif de ces notes est d’introduire le calcul
d’Itô qui permet d’aborder les équations différentielles sto-
chastiques. On commencera pour cela par quelques rappels
et compléments de théorie des probabilités (section 2). Après
avoir présenté quelques résultats importants relatifs au cal-
cul d’Itô (section 3), on verra comment il peut être mis en
oeuvre pour la résolution des équations différentielles sto-
chastiques (EDS, section 4). Comme pour les équations dif-
férentielles classiques, on ne sait pas en général intégrer de
manière exacte les EDS. Aussi, on décrira quelques tech-
niques permettant d’obtenir des approximations numériques
des trajectoires des EDS (section 5). Dans de nombreux pro-
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blèmes, les paramètres de l’EDS ne sont pas connus a priori
et il importe pour l’utilisateur de les estimer à partir de la
donnée du modèle paramétrique et de la réalisation d’une ou
plusieurs trajectoires de l’EDS. On précisera une démarche
générale pour traiter ce genre de situation (section 6). On
verra également comment des approches non paramétriques
peuvent être utilisées dans le cas où on ne dispose pas de
modèle paramétrique a priori pour estimer les coefficients de
l’EDS. On présentera également une introduction aux pro-
cessus de Lévy qui permettent d’étendre les EDS au cas où
l’entrée du modèle présente des discontinuités (section 7).
Si ces notes ne fournissent qu’un exposé succint des sujets
précédents, plus largement développés dans de nombreux ar-
ticles et ouvrages spécialisés, on a cependant cherché à tra-
vers la variété de ces sujets et les exemples proposés à ce
que le lecteur en comprenne la philosophie générale et ac-
quière une capacité pratique de modélisation et de résolution
pour divers problèmes d’ingénierie qu’il pourrait rencontrer
et pour lesquels l’emploi des EDS peut s’avérer utile. L’ex-
posé pourra être complété par la lecture des principales ré-
férences sur lesquelles il s’appuie, notament sur le livre de
Bernt Øksendal intitulé Sochastic differential equations [16]
qui constitue une bonne introduction aux EDS, sur les réfé-
rences [8] et [11] respectivement pour ce qui concerne plus
particulièrement la résolution numérique des EDS et l’esti-
mation de leurs paramètres. D’autres références sont égale-
ment fournies dans la bibliographie. Pour les processus de
Lévy, on pourra consulter [1].

2 Rappels et compléments de probabi-
lités

On suppose connues les bases de probabilités et la notion
de processus stochastique. Rappelons quand même qu’une
tribu (ou σ-algèbre) A sur une ensemble Ω est un ensemble
de parties de Ω contenant Ω, le complémentaire de ses élé-
ments et toute union finie ou dénombrable de ses éléments.
Une probabilité P sur la tribu A est une mesure positive sur
A, avec P (Ω) = 1. Les variables aléatoires seront considé-
rées ici sur un espace probabilisé noté (Ω, A, P ) et à valeurs
dans (R, B(R)) ou (Rn, B(Rn)), où B(.) représente la tribu
borélienne et n ∈ N∗.

2.1 Probabilité conditionnelle et espérance
conditionnelle

Tribus

Notons tout d’abord que la tribu borélienne d’un espace to-
pologique est la tribu engendrée par la topologie (les ouverts)
de cet ensemble, la tribu engendrée par un ensemble de
sous-ensembles de Ω étant la plus petite tribu (au sens de
l’inclusion) contenant ces sous-ensembles, c’est à dire, l’inter-
section des tribus qui contiennent tous ces sous-ensembles.
On notera σ({Ai}i∈I) la tribu engendrée par les ensembles
Ai, avec i ∈ I.
La tribu engendrée par une variable aléatoire X est définie
comme la tribu σ(X) engendrée par les images réciproques
des éléments de la tribu de l’ensemble d’arrivée de la va-
riable. En fait, on peut vérifier dans ce cas que l’ensemble
de ces images réciproques constitue en lui même cette tribu.
Par extension, la tribu engendrée par une famille de variables
aléatoires à valeurs dans un même ensemble est celle engen-
drée par l’ensemble des images réciproques des éléments de
la tribu de l’ensemble d’arrivée pour ces variables. On notera
σ({Xi}i∈I) la tribu engendrée par les variables aléatoires de
{Xi}i∈I .

Mesures et intégration

En vue de clarifier la présentation de certains résultats indi-
qués dans la suite, replaçons ici quelques notions de la théorie
des probabilités dans le contexte de la théorie de la mesure.
Une application mesurable entre deux espaces probabili-
sables, on dit aussi mesurables, (Ω, A) et (Ω′, A′) est une
application f telle que f−1(A′) ∈ A, ∀A′ ∈ A′.
Une mesure positive µ sur la tribu A de Ω est une fonction
σ-additive de A dans R+ : pour des (Ai)i∈I disjoints de
A, avec I fini ou dénombrable, µ(∪IAi) =

∑
I

µ(Ai). En
particulier, sur (R, B(R)), la mesure de Lebesgue l est définie
par l([a, b]) = b − a.
Une mesure de probabilité P est clairement une mesure
positive pour laquelle P (Ω) = 1. Dans les cours de pro-
babilités, on présente souvent de façon séparée les me-
sures de probabilité absolument continues pour lesquelles
P (A) =

∫
A

p(ω)dω, où p est la densité de P , et les mesures
de probabilité discrètes portées par {ωi}i∈I pour lesquelles
P (A) =

∑
I

P ({ωi}∩A) =
∫

A

∑
I

piδωi , avec pi = P ({ωi}).
Mais plus généralement, P peut posséder une partie absolu-
ment continue et une partie discrète :

P (A) =
∫

A

(
g(ω)dω +

∑
I

piδωi

)
=
∫

A

dP (ω). (1)

On a bien sûr P (Ω) =
∫

Ω g(ω)dω +
∑

I
pi = 1. Le terme

dP (ω) est également noté P (dω).
Une fonction mesurable positive f s’écrit comme limite d’une
suite croissante de fonctions étagées de (Ω, A), c’est à dire de
fonctions fn =

∑Nn

i=1 ai,n1IAi,n
, pour lesquelles on définit les

intégrales par rapport à une mesure positive µ par
∫

A
fndµ =∑Nn

i=1 ai,nµ(A∩Ai,n) et
∫

A
fdµ = supn

∫
A

fndµ. Le procédé
s’étend aux fonctions mesurables non positives : si f = f+ −
f−, où les fonctions positives f+ et f− sont mesurables, avec
|f | = f+ + f− est intégrable (f ∈ L1(Ω, A, µ)), on définit∫

A
fdµ =

∫
A

f+dµ −
∫

A
f−dµ. Plus généralement, pour p >

0, Lp(Ω, A, µ) représente l’ensemble des fonctions mesurables
f pour lesquelles

∫
|f |pdµ < ∞.

En particulier, une application mesurable X de (Ω, A, P ), ou
P est une mesure de probabilité, dans (R, B(R)) définit une
variable aléatoire réelle. On définit alors, lorsqu’elle existe,
son espérance par E[X] =

∫
Ω X(ω)P (dω).

La construction des fonctions mesurables comme limite de
suites de fonctions étagées permet également d’obtenir le ré-
sultat suivant ([7] p.8) :

Théorème 1 Sur (Ω, A, P ), si X est une variable aléatoire
à valeur dans Rn, une variable aléatoire Y : Ω → R est
σ(X)-mesurable si et seulement si il existe une fonction me-
surable g : Rn → R telle que Y = goX.

Preuve On note 1IE(ω) = 1 si ω ∈ E et 0 sinon. Si Y est une
fonction étagée σ(X)-mesurable, Y (ω) =

∑
i∈I

ai1IAi
(ω)

où (Ai)i∈I est une partition finie ou dénombrable de σ(X).
Comme ∀i ∈ I, ∃Bi ∈ B(Rn), X−1(Bi) = Ai, on a

Y (ω) =
∑
i∈I

ai1IX−1(Bi)(ω) =
∑
i∈I

ai1IBi
(X(ω)) = g[X(ω)]

(2)
avec g(x) =

∑
i∈I

ai1IBi
(x). Toute fonction σ(X)-mesurable

étant limite de telles fonctions, on établit également le ré-
sultat pour toutes les fonctions Y σ(X)-mesurables, c’est à
dire que Y s’écrit bien sous la forme Y = goX. Récipro-
quement, si Y = goX avec g mesurable, alors ∀B ∈ B(R),
Y −1(B) = X−1(g−1(B)) ∈ σ(X) et Y est bien σ(X)-
mesurable.
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Rappelons également les deux résultats importants suivants
[20] :

Théorème 2 (de convergence dominée de Lebesgue)
Soit une suite (fn)n∈N de fonctions mesurables conver-
gentes vers f en tout point de Ω et supposons qu’il existe
g ∈ L1(Ω, A, µ) telle que |fn| < g pour tout n. Alors f est
mesurable et

∫
Ω fdµ = limn

∫
Ω fndµ.

On dit qu’une mesure λ est absolument continue par rapport
à une mesure µ et on note λ << µ si ∀A ∈ A, µ(A) =
0 ⇒ λ(A) = 0. Ainsi, on vérifie qu’une variable aléatoire
X de mesure de probabilité PX absolument continue et de
densité pX est absolument continue par rapport à la mesure
de Lebesgue puisque PX(A) =

∫
A

pX(x)dx = 0 dès lors que∫
A

dx = 0.
On définit un support d’une mesure positive µ comme un
ensemble E tel que µ(A ∩ E) = µ(A), ∀A ∈ A.
Les mesures λ et µ sont mutuellement singulières si λ est
porté par un ensemble E et µ par Ec. On dit aussi qu’elles
sont orthogonales, ce que l’on note λ ⊥ µ.

Théorème 3 (de Radon-Nikodym) Pour deux mesures
positives σ-finies 1 ν et µ, il existe h, une fonction positive
de L1(Ω, A, µ) et λs ⊥ µ telles que

ν(A) = λa(A) + λs(A) =
∫

A

hdµ + λs(A). (3)

La relation (1) illustre ce résultat lorsque ν est une mesure
de probabilité et µ la mesure de Lebesgue. Notons également
que µ >> λa et que si µ >> ν, il est clair que λs = 0.

Probabilité conditionnelle

On se place dans un espace probabilisé (Ω, A, P ). Si P (B) ̸=
0, on définit la mesure de probabilité A → P (A|B) =
P (A ∩ B)/P (B) qui représente la probabilité que le résul-
tat ω de l’expérience aléatoire appartienne à A quand on
sait qu’il est dans B. En fait, de façon générale, ω ∈ B ou
ω ∈ Bc et la valeur prise par la variable aléatoire suivante

fA(ω) = P (A|B)1IB(ω) + P (A|Bc)1IBc (ω) (4)

représente la valeur de la probabilité de A conditionnellement
au fait que l’on ait observé préalablement que ω ∈ B ou au
contraire ω ∈ Bc.
Plus généralement, pour une partition {Bi}i∈I finie ou dé-
nombrable de Ω si P (Bi) ̸= 0, P (A|Bi) représente la proba-
bilité de réalisation de A dès lors que le résultat ω de l’expé-
rience aléatoire appartient à Bi. En notant F = σ({Bi}i∈I),
la variable aléatoire

fA(ω) =
∑
i∈I

P (A|Bi)1IBi
(ω) (5)

est appelée probabilité de A sachant la tribu F et notée
P (A|F). Si P (Bi) = 0, P (A|Bi) n’est pas défini mais on peut
alors se donner une valeur arbitraire constante pour P (A|F)
sur Bi puisque de toute façon la probabilité d’obtenir ω ∈ Bi

est nulle.
Remarque Il peut sembler bizarre de définir une probabilité
conditionnelle comme une variable aléatoire et non comme
une mesure de probabilité. En fait, lorsque l’expérience est
réalisée et que le résultat ω n’est pas directement observé
mais que l’on sait auquel des Bi ω appartient, la valeur
P (A|F)(ω) représente la probabilité P (A|Bi) de A sachant
que ω appartient à ce Bi.

1. Une mesure est σ-finie s’il existe un recouvrement dénombrable
de Ω dont les éléments sont de mesure finie.

Exemple Si X est une chaîne de Markov à états discrets
{ei}i∈I = E, les ensembles {ω; (X1(ω), . . . , Xn(ω)) =
(ei1 , . . . , ein )}, où (ei1 , . . . , ein ) est fixé dans En défi-
nissent une partition de A engendrant une tribu F1:n. De
même, en notant Fn:n la tribu engendrée par la parti-
tion {{ω; Xn(ω) = ein }; ein ∈ E} de A, la propriété marko-
vienne de X se traduit par P (Xn+1 = ej |F1:n) = P (Xn+1 =
ej |Fn:n), ∀ej ∈ E.
Lorsqu’une sous tribu F de A n’est pas donnée comme une
famille engendrée par une partition de Ω, on peut étendre
la définition précédente. Pour cela, supposons que pour un
résultat ω de l’expérience on sache pour tout B ∈ F si ω ∈ B
ou ω ∈ Bc. Soit alors, pour A ∈ A, la mesure νA définie par
νA(B) = P (A∩B), ∀B ∈ F . On a P (B) = 0 ⇒ νA(B) = 0 et
donc νA est absolument continue par rapport à la restriction
de P à F (qui clairement est encore une mesure de probabi-
lité). D’après le théorème de Radon-Nikodym il existe donc
une fonction que l’on notera P (A|F)(ω), appelée probabilité
conditionnelle de A sachant F , qui est F-mesurable et telle
que

νA(B) = P (A ∩ B) =
∫

B

P (A|F)(ω)P (dω), ∀B ∈ F .

(6)
Ce résultat généralise la définition (5) pour laquelle on a∫

Ω 1IBi
(ω)P (A|F)(ω)dP (ω) = P (A|Bi)P (Bi) = P (A ∩ Bi).

On vérifie que la probabilité conditionnelle satisfait les pro-
priétés suivantes : 0 ≤ P (A|F) ≤ 1, P (Ω|F) = 1, P (∅|F) = 0
et si {Ai}i∈I est une famille finie ou dénombrable d’évène-
ments disjoints P (∪IAi|F) =

∑
I

P (Ai|F).
Exemples
(1) Si F = A, comme pour A ∈ A, P (A|F)(ω) = 1IA est
F-mesurable et satisfait la relation (6), donc P (A|A) = 1IA

pour tout A ∈ A. C’est logique, puisque dès lors que l’on
sait si les évènements de F = A sont ou non réalisés pour un
résultat ω de l’expérience, la probabilité de A ∈ A sachant
cela vaudra nécessairement 1 ou 0 selon que ω appartienne
ou non à A.
(2) Inversement, si F est la plus petite sous tribu de A,
F = {∅, Ω}, la fonction constante P (A|F) = P (A) satisfait
la relation (6) ce qui traduit bien le fait que l’on ne tire
ici aucune information supplémentaire de la connaissance
de la réalisation ou non réalisation des évènements de F
(on a toujours ω /∈ ∅ et ω ∈ Ω). Ainsi, on a simplement
P (A|F)(ω) = P (A)1IΩ(ω) = P (A).
(3) Si ∀B ∈ F , P (A ∩ B) = P (A)P (B), on dit que A
est indépendant de F . Il est clair que là encore on aura
P (A|F)(ω) = P (A)1IΩ(ω) = P (A) (à un ensemble d’élé-
ments ω de probabilité nulle près).

Pour une variable aléatoire X on note P (A|X) = P (A|σ(X))
et pour un ensemble {Xt; t ∈ T } de variables aléatoires, on
note P (A|Xt; t ∈ T ) = P (A|σ({Xt; t ∈ T })).
Exemples
(1) Pour une chaîne de Markov X on a P (Xn+1 =
ej |X1, . . . , Xn) = P (Xn+1 = ej |Xn).
(2) Considérons un couple de variables aléatoires de densité
conjointe p(x, y). Pour calculer dans ce cas P (X ∈ A|Y ),
notons que

P (X ∈ A, Y ∈ B) =
∫

B

(∫
A

p(x, y)
p(y)

dx

)
p(y)dy

=
∫

Y −1(B)

(∫
A

p(x, Y (ω))
p(Y (ω))

dx

)
dP (ω)

(7)
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Lorsque B parcourt B(R), Y −1(B) décrit σ(Y ). On a donc

P (X ∈ A|Y )(ω) =
∫

A

p(x, Y (ω))
p(Y (ω))

dx. (8)

En notant Y (ω) = y et P (X ∈ A|Y )(ω) = P (X ∈ A|Y = y),
on retrouve bien la formule

P (X ∈ A|Y = y) =
∫

A

p(x, y)
p(y)

dx (9)

et la probabilité conditionnelle de X sachant Y en Y = y est
une mesure de probabilité de densité p(x, y)/p(y).

Espérance conditionnelle

Pour une variable aléatoire X de (Ω, A, P ) et une sous-tribu
de A notée F , si E[|X|] < ∞ on définit l’espérance condition-
nelle de X sachant F , notée E[X|F ] comme l’unique variable
aléatoire F-mesurable telle que∫

B

E[X|F ]dP =
∫

B

XdP, ∀B ∈ F . (10)

Pour justifier de l’existence de E[X|F ], lorsque X ≥ 0 on
définit la mesure positive ν(B) =

∫
B

XdP pour B ∈ F . On
note que µ >> PF , où PF désigne la restriction de P à F .
D’après le théorème de Radon-Nikodym, il existe donc une
fonction f F-mesurable telle que

ν(B) =
∫

B

fdPF =
∫

1IBfdPF =
∫

1IBfdP =
∫

B

fdP.

(11)
On aura donc E[X|F ] = f . Dans le cas où X n’est pas posi-
tive, on pose X = X+ − X− avec X+, X− ≥ 0 et on obtient
E[X|F ] = E[X+|F ] − E[X−|F ].
Les relations (10) se réécrivent E[(X −E[X|F)1IB ] = 0, ∀B ∈
F , et on vérifie qu’elles équivalent à avoir les relations E[(X−
E[X|F ])Y ] = 0 pour toute variable aléatoire Y bornée et F-
mesurable.
On définit l’espérance d’une variable aléatoire X condition-
nellement à la variable (scalaire ou vectorielle) Y et on
notera E[X|Y ] l’espérance conditionnelle E[X|σ(Y )]. Pour
Y (ω) = y, on notera E[X|Y ](ω) = E[X|Y = y].
On a vu dans les rappels de la section 2.1, qu’une variable
aléatoire Z est σ(Y )-mesurable si et seulement si il existe
une fonction mesurable g telle que Z = g(Y ). Ainsi, il existe
une fonction mesurable h telle que E[X|Y ] = h(Y ). Dans le
cas particulier où (X, Y ) est absolument continue de densité
p(x, y), en notant, pour C ∈ B(R), B = Y −1(C) l’élément
correspondant de σ(Y ), on a∫

B
h(Y )dP =

∫
B

X dP∫
Ω 1IC(Y )h(Y )dP =

∫
Ω 1IC(Y ) X dP∫

R 1IC(y)h(y)p(y)dy =
∫
R2 1IC(y) x p(x, y)dxdy

soit ∫
R

1IC(y)
[

h(y) −
∫
R

x
p(x, y)
p(y)

dx

]
p(y)dy = 0.

La relation étant vérifiée pour tout C ∈ B(R), on doit donc
avoir h(y) =

∫
xp(x, y)/p(y)dx. Ainsi, h(y) = E[X|Y = y]

est l’espérance de la mesure de probabilité conditionnelle
A → P (X ∈ A|Y = y) dont on a vu en (9) que la densité est
p(x, y)/p(y).
Rappelons ici quelques propriétés de l’espérance condition-
nelle :

— E[aX + bY |F ] = aE[X|F ] + bE[Y |F ]
— E[E[X|F ]] = E[X]
— si F2 ⊂ F1, E[E[X|F1]|F2] = E[X|F2]
— si X est indépendant de F , E[X|F ] = X
— si Y est F-mesurable, E[XY |F ] = Y E[X|F ]
— si ϕ est convexe et mesurable, ϕ(E[X|F ]) ≤ E[ϕ(X)|F ]

La dernière relation provient de l’inégalité de Jensen qui
indique que pour une fonction convexe mesurable, ϕ(E[X]) ≤
E[ϕ(X)].
Pour terminer, notons que le cas où X ∈ L2(Ω, A, P ), c’est à
dire, E[X2] < ∞, E[X|F ] représente la projection de X sur
l’espace des variables élatoires F-mesurables :

E[X|F ] = arg min{Z F-mesurable}E[(X − Z)2]. (12)

En particulier, si F = σ(Y ),

E[X|F ] = arg min{h B(R)-mesurable}E[(X − h(Y ))2]. (13)

2.2 Processus aléatoires et espace
L2(Ω, A, P )

Les processus aléatoires considérés ici seront de la forme
X = (Xt)t∈T , avec en général T = R+ ou T = N pour
le cas scalaire et T = Rn

+ ou T = Nn pour le cas vecto-
riel. Rappelons que la loi du processus X est entièrement
caractérisée par l’ensemble des lois des vecteurs de la forme
(Xt1 , . . . , Xtk ), avec k ∈ N∗ et t1, . . . , tk ∈ T .
Notons Π(T ) l’ensemble des séquences fixées (t1, . . . , tk, où
k ∈ N∗ et t1, . . . , tk ∈ T . Le théorème de Kolmogorov
permet de préciser dans quelles conditions, pour un ensemble
de lois de probabilité (PI)I∈Π(T ), il existe un processus aléa-
toire X = (Xt)t∈T dont la loi est caractérisée par ces proba-
bilités :

Définition 1 La famille (PI)I∈Π(T ) de mesures de proba-
bilité est dite cohérente si pour tout élément I de Π(T ) et
toute permutation σ(I) de I,

dPσ(I)((xi)i∈σ(I)) = dPI((xi)i∈I), (14)

et si pour tous I et J de Π(T ), avec J ⊂ I, la restriction de
la loi PI à J est égale à PJ :∫

(xi)i∈I−J

dPI((xi)i∈I) = dPJ ((xi)i∈J ). (15)

On peut maintenant énoncer le théorème suivant :

Théorème 4 (de cohérence de Kolmogorov) Soit T un
ensemble d’indices et une famille (PI)I∈Π(T ) de lois définies
sur les espaces probabilisables (E, E)I correspondants. Alors,
on peut définir un processus (Ω, A, P, (Xt)t∈T ) tel que la
famille (PI)I∈Π(T ) caractérise la loi de ce processus si et
seulement si la famille (PI)I∈Π(T ) est cohérente. La loi de
X = (Xt)t∈T est alors définie de façon unique.

Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé. Rappelons que l’espace
vectoriel L2(Ω, A, dP ) des variables aléatoires définies sur
(Ω, A, P ) et de variance finie est un espace de Hilbert : c’est
un espace vectoriel normé complet pour le produit scalaire
défini par < X, Y >= E[XY ∗] (on notera ∥ X ∥=

√
E[X2]

la norme correspondante). cette structure d’espace de Hil-
bert, confère à L2(Ω, A, P ) des propriétés importantes. En
particulier, on peut y mettre en oeuvre le théorème de pro-
jection qui permet de représenter des problèmes tels que
celui de la régression linéaire comme un problème de géo-
métrie euclidienne. Ainsi, dans L2(Ω, A, P ) la définition de
l’espérance conditionnelle (10) prend la forme suivante :
E[X|Y ] est la variable de la forme h(Y ) ∈ L2(Ω, A, P ) telle
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que pour toute variable de la forme g(Y ) ∈ L2(Ω, A, P )
on ait

∫
g(y)h(y)dPXY (x, y) =

∫
g(y)xdPXY (x, y), soit

E[g(Y )(E[X|Y ] − X)] = 0. E[X|Y ] apparaît donc comme la
projection orthogonale de X sur l’espace vectoriel des va-
riables aléatoires de la forme g(Y ) de L2(Ω, A, P ), c’est à
dire de L2(Ω, σ(Y ), P ).

2.3 Mouvement brownien
Commençons par rappeler le résultat suivant concernant le
calcul de l’espèrance conditionnelle dans le cas gaussien et
qui se ramène dans ce cas précis à une régression linéaire.

Théorème 5 (conditionnement gaussien) Soit (X, Y )
un couple de vecteurs aléatoires réels conjointement gaus-
siens et notons mX , mY , ΓX , ΓY , ΓXY les moyennes, cova-
riances et inter-covariance de X et Y . Alors,

E[X|Y ] = mX + ΓXY Γ−1
Y (Y − mY ), (16)

et la loi de probabilité conditionnelle de X sachant Y = y
est de la forme

N (mX + ΓXY Γ−1
Y (y − mY ), ΓX − ΓXY Γ−1

Y ΓT
XY ). (17)

Preuve Notons Z = X − mX − ΓXY Γ−1
Y (Y − mY ). Il est

clair que E[Z] = 0 et cov(Z, Y ) = 0. Donc, les vecteurs Z
et Y sont décorrélés et par suite indépendants car (Y, Z)
est gaussien. Ainsi, E[g(Y )Z] = 0 pour toute fonction g telle
que g(Y ) ∈ L2(Ω, A, P ). Donc, Z = X −mX −ΓXY Γ−1

Y (Y −
mY ) = X − E[X|Y ], d’où la relation (16). De plus,

E[eiuT X |Y = y]
= E[eiuT Z |Y = y] exp[iuT (mX + ΓXY Γ−1

Y (y − mY ))]
= exp[iuT (mX + ΓXY Γ−1

Y (y − mY ))
− 1

2 uT (ΓX − ΓXY Γ−1
Y ΓT

XY )u],
(18)

qui est la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien dont
la loi est donnée par (17).

Mouvement brownien

Définition 2 On dit qu’un processus X = (Xt)t∈R+ à va-
leurs réelles est un mouvement brownien (ou processus
de Wiener) issu de x si X0 = x et les accroissements de
X sont gaussiens, centrés, stationnaires, et indépendants :
c’est à dire que pour 0 ≤ ti ≤ tj ≤ tk ≤ tl, Xtj − Xti ∼
N (0, σ2(tj − ti)) et E[(Xtj − Xti )(Xtl − Xtk )] = 0.

Dans la suite on considérera, sauf indication contraire, des
mouvements browniens standards pour lesquels x = 0 et
σ2 = 1.
On pourra vérifier à titre d’exercice qu’avec la définition pré-
cédente, la loi de (Xt1 , . . . , Xtn ) est de la forme N (0, C) où
C est une matrice n×n de terme général [C]ij = min(ti, tj).
Avec cette structure des probabilités des vecteurs finis de va-
riables de X, on vérifie au moyen du théorème de cohérence
de Kolmogorov, que la donnée de cette famille de lois finies
caractérise bien la loi d’un processus aléatoire.
On peut montrer qu’avec la définition précédente on peut
considérer des mouvements browniens dont les trajectoires
sont continues. Pour préciser cette idée, on introduit la no-
tion de modification d’un processus :

Définition 3 On dit que le processus Y est une modifica-
tion du processus X si

∀t ∈ T, P ({ω; Xt(ω) = Yt(ω)}) = 1. (19)

Le théorème suivant, dit de continuité de Kolmogorov, in-
dique une condition suffisante pour qu’il existe une modifi-
cation continue d’un processus aléatoire :

Théorème 6 (de continuité de Kolmogororov) Etant
donné X = (Xt)t≥0 un processus stochastique, s’il existe des
constantes positives α, β et C telles que

∀t > 0 ∀t1, t2 ∈ [0, t], E[|Xt2 − Xt1 |α] ≤ C|t2 − t1|β (20)

alors le processus X admet une modification continue.

En particulier, le mouvement brownien admet une modifi-
cation continue (prendre α = 2, β = 1 et C = E[X2

1 ]).
Dans la suite, on considérera des modifications continues du
mouvement brownien. Notons également qu’on pourra faci-
lement construire des mouvements browniens vectoriels dont
les composantes sont des mouvements browniens indépen-
dants. Les mouvements browniens seront notés sous la forme
B = (Bt)t∈R+ .
La figure 1 illustre quelques réalisations d’un mouvement
brownien en dimension 1. En fait, ces représentations ne
sont que des approximations obtenues par discrétisation des
trajectoires, car en réalité les trajectoires d’un mouvement
brownien ne sont pas représentables. En effet, si on note Lt

la longueur moyenne de la variation totale de B sur un in-
tervalle de temps t, on aura pour tout n entier strictement
positif

Lt = nLt/n ≥ n

∫ ∞

0

2x√
2πt/n

e

−x2

2t/n dx =

√
2nt

π
(21)

où l’intégrale minorante représente l’écart absolu moyen
E[|Bτ+t/n − Bτ |] = E[|Bt/n|]. En faisant tendre n vers l’in-
fini, on voit clairement que les variations de B sur un inter-
valle borné ne sont pas bornées.

Figure 1 – Trajectoires d’un mouvement brownien.

A l’origine, le mouvement brownien a été introduit pour dé-
crire la trajectoire (continue) d’une particule soumise à des
chocs aléatoires. En fait, on peut montrer que les seuls pro-
cessus à accroissements orthogonaux et stationnaires dont les
trajectoires sont continues sont gaussiens :

Théorème 7 Les seuls processus à accroissements ortho-
gonaux et stationnaires dont les trajectoires sont continues
vérifient Xt ∼ N (E[X0] + mt, σ2t). En particulier, si les ac-
croissements sont centrés, m = 0 et X est un mouvement
brownien.
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Constructions du mouvement brownien

Pont brownien Lorsqu’on observe une trajectoire discré-
tisée d’un mouvement brownien, B = (Bt)t≥0, il peut être
utile de compléter la trajectoire entre les points de l’échan-
tillonnage. La notion de pont Brownien répond à cette ques-
tion.
Supposons que B = (Bt)t≥0 ait été échantillonné en t1 <
. . . < tn et cherchons à décrire la loi de Bt|(Bt1 , . . . , Btn ).
Supposons que t ∈ [ti, ti+1]. On peut déjà noter que si
tj /∈ [ti, ti+1], pour tous t ∈ [ti, ti+1] et A ∈ B(Rp),
P (Bt ∈ A|Bti , Bti+1 , Btj ) = P (Bt ∈ A|Bti , Bti+1 ). On
peut alors montrer, en utilisant le théorème 5 relatif au condi-
tionnement gaussien, que pour tout t ∈ [ti, ti+1],

Bt|(Bti = bi, Bti+1 = bi+1) ∼ N (m, σ2) (22)

avec m = bi(ti+1−t)+bi+1(t−ti)
ti+1−ti

et σ2 = (ti+1−t)(t−ti)
ti+1−ti

. En
particulier, pour t = (ti+1 + ti)/2 on obtient la méthode
itérative de construction du mouvement brownien proposée
par Paul Lévy en 1939 (méthode dite du point milieu).
La figure 2, montre un exemple de diverses trajectoires al-
ternatives possibles sur quelques intervalles d’une trajectoire
d’un mouvement brownien : les trajectoires alternatives sont
des réalisations du pont brownien sur les intervalles corres-
pondants.

Figure 2 – Trajectoires de ponts browniens sur les intervalles
[0.3, 0.8], [1.1, 1.5] et [1.8, 2.4].

Théorème de Donsker On a vu qu’il est possible d’inter-
poler un mouvement brownien entre deux points au moyen
d’un pont brownien. Notons que la valeur moyenne du pont
brownien entre Bt et Bt+h est donnée par θBt +(1−θ)Bt+h

en t + θh, pour θ ∈ [0, 1]. Il peut donc sembler raisonnable
de considérer une interpolation linéaire pour construire une
trajectoire continue d’un mouvement brownien à partir d’une
trajectoire échantillonnée. En fait, le théorème suivant four-
nit une méthode de construction des mouvements browniens
qui justifie cette démarche d’interpolation linéaire.

Théorème 8 (de Donsker) Si V1, V2, . . . définit une suite
IID de variables aléatoires centrées et réduites (E[Vk] = 0 et
E[V 2

k ] = 1) alors la suite de processus (Xn)n≥1 à trajectoires
continues définis par

Xn,t =
1

√
n

( [nt]∑
k=1

Vk + (nt − [nt])V[nt]+1

)
(23)

où [.] représente la partie entière, converge en loi vers un
mouvement brownien standard.

Preuve Voir par exemple [2] p.68.
La figure 3 fournit un exemple d’une telle construction.

Figure 3 – Approximation de Donsker pour 10,100 et 1000
points sur [0, 1].

Remarques
i) Dans le théorème de Donsker les variables Vk n’ont pas
besoin d’être gaussiennes. C’est le théorème de la limite cen-
trale qui assure la gaussianité du processus limite.
ii) Il n’est pas nécessaire de linéariser les trajectoires pour
avoir des trajectoires limites continues. Ainsi, si on considère
la marche aléatoire X(δ,ϵ) avec X0 = 0 qui change de valeurs
aux instants nδ, avec les variables Vn = X

(δ,ϵ)
nδ

− X
(δ,ϵ)
(n−1)δ

indépendantes, centrées et de variance ϵ2, on voit que pour
n = [t/δ] on a

var[Xt] = nϵ2 = t
ϵ2

δ
(24)

car X
(δ,ϵ)
t =

∑[t/δ]
n=1 Vn. Il apparaît donc que pour obtenir

une limite finie et non nulle de var[Xt] lorsque δ tend vers 0 il
faut choisir ϵ de la forme ϵ = σ

√
δ. On a alors la convergence

de X
(δ,ϵ)
t vers un mouvement brownien d’après le théorème

de la limite centrale.
iii) Dans les constructions précédentes on a considéré des
processus associés à des évènements se produisant à inter-
valles de temps réguliers. Or, du point de vue de l’inter-
prétation physique du mouvement brownien comme mouve-
ment d’une particule soumise à des chocs aléatoires, il serait
plus raisonnable de supposer des chocs se produisant à des
instants indépendants, ce qui correspond à un mécanisme
d’arrivées poissoniennes, c’est à dire avec des durée d’inter-
arrivée entre deux évènements qui suivent une exponentielle.
En considérant la remarque ii) précédente on pourra prendre
un processus de poisson Nt d’intensité 1/δ associé à des évè-
nements décrits par des variables centrées, d’amplitude Vn,
avec var[Vn] = ϵ2 = σ2δ (par exemple Vn = ±σ

√
δ de façon

équiprobable). Le processus X
(δ,ϵ)
t =

∑Nt

n=1 Vn est centré,
de variance

var[X(δ,ϵ)
t ] = E

[
E[
∑Nt

n=1 V 2
n |Nt]

]
= E[Ntσ2δ] =

t

δ
σ2δ = σ2t.

(25)
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La convergence en loi de X
(δ,ϵ)
t =

∑Nt

n=1 Vn lorsque δ → ∞
est là encore liée au théorème de la limite centrale. On voit
donc que l’hypothèse d’intervalles réguliers entre évènements
n’est pas nécessaire pour construire le mouvement brownien.

Construction hilbertienne Pour un rappel sur les es-
paces de Hilbert, on pourra se référer à [21]. Notons L2([0, 1])
l’espace de Hilbert des classes de fonctions égales presque
partout et de carré intégrable sur [0, 1] pour la mesure de
Lebesgue. Etant donnée une base orthonormée (ϕn)n≥0 de
L2([0, 1]) et une suite de variables aléatoires gaussiennes cen-
trées réduites (Vn)n≥0 indépendantes, le processus aléatoire

Xt =
∑

k≥0

(∫ t

0 ϕn(u)du

)
Vn

=
∑

k≥0

(∫ 1
0 1I[0,t]ϕn(u)du

)
Vn

(26)

est gaussien centré et vérifie, d’après la formule de Parse-
val,

E[X2
t ] =

∑
k≥0

(∫ t

0
ϕn(u)du

)2

= t. (27)

De plus, pour s < t,

Xt − Xs =
∑

n

(∫ 1

0
1I[s,t]ϕn(u)du

)
Vn. (28)

Par suite, la relation de conservation du produit scalaire
entre les variables de la forme Xt − Xs et les vecteurs cor-
respondants de coefficients de Fourier s’exprime par
E[(Xt − Xs)(Xt′ − Xs′ )]

=
∑

n

(∫
[0,1]

1I[s,t](u)ϕn(u)du

)(∫
[0,1]

1I[s′,t′]ϕn(v)dv

)

=
∑

n

(∫
[0,1]

1I[s,t]∩[s′,t′](u)ϕn(u)du

)2

=
∫

[0,1]
1I[s,t]∩[s′,t′](u)du

(29)
ce qui établit directement que le processus gaussien X est à
accroissements orthogonaux et donc que c’est un mouvement
brownien standard sur [0, 1].
Historiquement, cette construction fût la première construc-
tion du mouvement brownien, proposée par Wiener en 1923
avec une base de fonctions trigonométriques. En considérant
la base trigonométrique sur [0, 1] on obtient une décomposi-
tion du mouvement brownien de la forme

Bt = tV0 +
√

2
∑
n>0

sin(πnt)
nπ

Vn. (30)

En pratique, il peut être plus intéressant de considérer des
bases localisées de L2([0, 1]) telles que les fonctions de Haar
pour réaliser cette construction ([5] pp.18-21). La figure 4
donne un exemple de cette construction.

2.4 Filtrations, Martingales et temps d’ar-
rêt

Les notions de filtration, martingale et temps d’arrêt sont im-
portantes pour la théorie des EDS. En fait, dans ces notes,
nous omettrons la plupart des justifications de résultats qui
mettent en jeux les martingales et les temps d’arrêt (en par-
ticulier dans la dernière section, consacrée aux EDS avec
sauts). Il est cependant important de préciser un peu ici ces
notions.

Figure 4 – Approximation Hilbertienne sur [0, 1] pour 2, 16
et 128 fonctions de la base de Haar.

Filtrations

Dans un espace probabilisé (Ω, A, P ), on dit qu’une famille de
sous-tribus F = (Ft)t≥0 de A est une filtration si Fs ⊂ Ft

pour 0 ≤ s < t.
Un processus X = (Xt)t≥0 est dit adapté à F = (Ft)t≥0
(ou F-adapté) si, pour tout t ≥ 0, Xt est Ft-mesurable.
Souvent, on considère pour F la filtration naturelle, ou
canonique du processus X, définie par Ft = σ({Xu}u≤t).
On a alors E[Xt|Ft] = Xt, car Ft contient toute l’informa-
tion de X jusqu’à l’instant t. Dans la suite, étant donné un
mouvement brownien B = (Bt)t≥0, sauf indication contraire
Ft représentera sa filtration canonique.

Martingale

On dit qu’un processus M = (Mt)t≥0 est une martingale
relativement à la filtration F = (Ft)t≥0 si, pour tout t ≥ 0,

1. Mt est Ft-mesurable (M est F-adapté)
2. E[|Mt| | Ft] < ∞
3. E[Mt|Ms] = Ms pour s ≤ t.

Ainsi, on pourra vérifier que pour la filtration canonique le
mouvement brownien et le processus Ñ = (Ñt = Nt −λt)t≥0
où N = (Nt)t≥0 est un procesus de Poisson d’intensité
λ, sont des martingales pour leur filtration canonique. Par
ailleurs, si F est une filtration et Y une variable aléatoire,
il apparaît que Mt = E[Y |Ft] définit une martingale. Une
martingale de cette forme est dite fermée.
L’inégalité de Doob permet d’étendre l’inégalité de mar-
kov aux trajectoires des martingales :

Théorème 9 (théorème de Doob) Pour une martin-
gale M = (Mt)t≥0 dont les trajectoires sont continues p.s.
(presque sûrement), on a

∀T ≥ 0, ∀p ≥ 1, ∀λ > 0, P

[
sup

0≤t≤T

|Mt| ≥ λ

]
≤

E [|MT |p]
λp

.

(31)

Notons maintenant que si M est une martingale et ϕ une
fonction convexe, l’inégalité de Jensen indique que pour
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s ≤ t, ϕ(Ms) = ϕ(E[Mt|Ms]) ≤ E[ϕ(Mt)|Ms]. On dit
que le processus (ϕ(Mt))t≥0 est une sous-martingale. Plus
généralement, on dira qu’un processus M est une sous-
martingale (resp. sur-martingale) si E[|Mt| |Ft] < ∞ et
E[Mt|Ms] ≥ Ms (resp. E[Mt|Ms] ≤ Ms) pour s ≤ t.

Temps d’arrêt

Lorqu’on considère un processus aléatoire, on s’intéresse sou-
vent à des instants particuliers tels que celui pour lequel un
certain seuil est atteint. Bien sûr, un tel instant dépend de
chaque trajectoire du processus et est aléatoire. On définit
ainsi la notion de temps d’arrêt :
Définition Une variable aléatoire τ à valeurs dans R+ =
R+ ∪ {∞} est un temps d’arrêt pour la filtration F si, pour
tout t ≥ 0, {τ ≤ t} ∈ Ft.
Exemple En notant inf(∅) = +∞, on peut montrer que pour
un processus X à valeurs dans R, à trajectoires continues et
pour a ∈ R, Ta = inf{t > 0; Xt > a} est un temps d’arrêt
pour la filtration canonique F de X. En effet, Ta ∈ R+ et
{Ta ≤ t} = ∪s∈Q∩]0,t]{Xs ∈]a, ∞[} ∈ Ft.
Indiquons quelques autres propriétés des temps d’arrêt :

— un instant déterministe fixé t est un temps d’arrêt
pour toute filtration F ;

— si τ est un temps d’arrêt, {τ > t} et {τ = t} appar-
tiennent à Ft ;

— si τ1 et τ2 sont des temps d’arrêt, τ1 ∧τ2 = min(τ1, τ2)
et τ1 ∨ τ2 = max(τ1, τ2) sont des temps d’arrêt ;

— si les trajectoires de X sont continues, inf{t >
0; Xt ≥ a} est un temps d’arrêt.

Certaines propriétés, valables pour des instants détermi-
nistes, restent valables lorsqu’on remplace ceux-ci par des
temps d’arrêt. Ainsi, on peut par exemple démontrer que si
M est une F-martingale à trajectoires continues et τ1 et τ2
des temps d’arrêt pour F avec τ1 ≤ τ2, alors E[Mτ2 |Fτ1 ] =
Mτ1 .
Certains processsus deviennent des martingales s’ils sont ar-
rêtés, c’est à dire lorsqu’on remplace le processsus t → Xt

par t → Xt∧τ , où τ est un temps d’arrêt. Lorsqu’il existe une
suite (τk)k≥0 de temps d’arrêt, avec limk→∞ τk = +∞ (p.s.)
tels que les processus t → Xt∧τk soient des martingales,
on dit que X est une martingale locale. Les martingales
locales constituent un outil utile pour certaines démonstra-
tions.

3 L’intégrale d’Itô
3.1 Position du problème
Une équation différentielle classique est souvent donnée sous
la forme explicite

dxt

dt
= bt(xt). (32)

Notons que les équations d’ordre n > 1, c.à.d. qui font
intervenir des dérivées de xt jusqu’à l’ordre n, peuvent
également en général se formuler à partir de l’équation
(32) en intégrant les dérivées jusqu’à l’ordre n − 1 dans
un vecteur x(t) de taille augmentée. En effet, l’équation
x

(n)
t = ft(xt, x

(1)
t , . . . , x

(n−1)
t ) se réécrit sous la forme

x′
t = Ft(xt), avec xt = [xt, x

(1)
t , . . . , x

(n−1)
t ]T et Ft(xt) =

[x(1)
t , . . . , x

(n−1)
t , ft(xt, x

(1)
t , . . . , x

(n−1)
t )]T .

Lorsque des phénomènes aléatoires viennent perturber
l’équation (32), ils peuvent souvent être pris en compte par
l’ajoût d’un terme supplémentaire de bruit, ce que l’on ex-
primera sous la forme

dXt

dt
= bt(Xt) + σt(Xt)Wt (33)

où Wt est une grandeur aléatoire. Dans beaucoup de situa-
tions, le processus W = (Wt)t∈R+ est un bruit blanc, c’est
à dire un processus aléatoire stationnaire centré dont les va-
riables aléatoires sont indépendantes. En fait, la construction
d’un tel processus est délicate et utilise la notion de processus
généralisé qui fait intervenir une extension au cas aléatoire
de la théorie des distributions ([4] chap.6). Une façon plus
simple de procéder consiste à reformuler l’équation (33) sous
la forme

dXt = bt(Xt)dt + σt(Xt)Wtdt (34)
puis à considérer une version discrétisée de cette équation,
de la forme

Xk+1 = Xk + bk(Xk)∆k + σk(Xk)Wk∆k (35)

avec les notations suivantes qui, à défaut d’être très rigou-
reuses, ont le mérite de simplifier les écritures : Xk = Xtk ,
Wk = Wtk et ∆k = tk+1 − tk. Si on cherche à expri-
mer Wk∆k comme l’accroissement d’un certain processus
V = (Vt)t∈R+ , c.à.d. Wk∆k = Vtk+1 − Vtk , les proprié-
tés du bruit blanc W entraînent que V devrait être à ac-
croissements centrés, stationnaires et indépendants. Or, on a
indiqué au chapitre II que les seuls processus V de ce type
qui possèdent des trajectoires continues sont les mouvements
browniens. On conviendra donc de prendre pour V un mou-
vement brownien, que l’on notera B. On pourra ainsi écrire
(35) sous la forme

Xk+1 = Xk + bk(Xk)∆k + σk(Xk)∆Bk, (36)

avec ∆Bk = Bk+1 − Bk. En propageant cette équation, on
trouve alors

Xk+1 = X0 +
k∑

j=0

bj(Xj)∆j +
k∑

j=0

σj(Xj)∆Bj . (37)

Lorsque maxj ∆j → 0, en supposant que l’on ait fixé tk+1 =
t, la première somme du terme de droite de (37) converge en
moyenne quadratique vers

I1 =
∫ t

0
bu(Xu)du. (38)

En fait, cette intégrale peut être définie dès lors que∫
[0,t]2 E[bu(Xu)bv(Xv)]dudv < ∞ ([4] p.15) comme la limite

en moyenne quadratique de
∑k

j=0 bj(Xj)∆j .
De même, on voudrait pouvoir établir l’existence d’une li-
mite, en moyenne quadratique, pour la deuxième somme
lorsque maxj ∆j → 0, cette limite étant notée

I2 =
∫ t

0
σu(Xu)dBu. (39)

Notons que si σu(Xu) est une fonction déterministe indépen-
dante de Xu, alors l’intégrale I2 est obtenue de façon assez
directe comme limite en moyenne quadratique des sommes
de Riemann

∑
σj∆Bi associées. Dans le cas où σu(Xu) dé-

pend effectivement de Xu, la construction de I2 s’avère par
contre plus délicate et va faire l’objet de la section suivante.

3.2 Construction de l’intégrale d’Itô
Fonctions élémentaires

Comme pour l’intégration classique des fonctions continues,
pour construire des intégrales sur un intervalle [a, b] de la
forme ∫ b

a

XtdBt (40)
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où X est un processus aléatoire, en un sens que l’on va pré-
ciser ci dessous, on commence par définir des subdivisions
(t(n)

k
)k de [a, b]. On pose ici

t
(n)
k

= a1Ik2−n<a + k2−n1Ia≤k2−n≤b + b1Ib<k2−n . (41)

Et comme pour l’intégrale de Riemmann, on va considérer
des fonctions en escalier, mais ici aléatoires de la forme

ϕ
(n)
t (ω) =

∑
k≥0

e
(n)
k

(ω)1I
[t(n)

k
,t

(n)
k+1[

(t) (42)

que l’on appelera fonctions, ou processus, élémentaires.
Pour les fonctions élémentaires, on peut alors définir∫ b

a

ϕ
(n)
t dBt =

∑
k

e
(n)
k

∆Bk. (43)

Pour construire l’intégration de processus plus généraux, il
est raisonnable de voir les variables aléatoires e

(n)
k

comme les
valeurs dicrétisées sur les intervalles [t(n)

k
, t

(n)
k+1[ du processus

aléatoire Xt intervenant dans l’expression (40).
Cependant, et c’est la grande différence avec l’intégrale de
Riemann, le choix du point de discrétisation dans cet inter-
vale n’est pas neutre. Pour s’en convaincre, considérons le
cas où Xt = Bt et étudions la moyenne de l’expression (43)
lorsqu’on prend respectivement e

(n)
k

= Bk et e
(n)
k

= Bk+1.
Comme le processus Bt est à accroissements orthogonaux,

E[Bk(Bk+1 − Bk)] = 0
et E[Bk+1(Bk+1 − Bk)] = E[(Bk+1 − Bk)2] = ∆k.

(44)
Donc, pour ces deux choix, on obtient respectivement pour
E[
∫ b

a
ϕ(n)(t, ω)dBt] les valeurs 0 et b − a . Cette différence

de comportement se comprend par la grande irrégularité des
variations du mouvement brownien, dont on a vu qu’elles
étaient infinies même sur des intervalles bornés.
Les deux constructions de l’intégrale les plus utilisées sont
celles où on choisit les valeurs de Xt échantillonnées respec-
tivement en tk et en (tk + tk+1)/2. Les intégrales correspon-
dantes obtenues par passage à la limite sont connues sous le
nom d’intégrale d’Itô et d’intégrale de Stratonovich.
Les deux intégrales peuvent être reliées assez simplement et
on se limitera dans la suite à l’étude de l’intégrale d’Itô qui,
comme on le verra, présente l’avantage d’être une martingale
(ce qui permet de simplifier certains calculs).

Espace V([a, b])

On va donc construire l’intégrale d’Itô (40) pour une classe
importante de processus Xt. On note F = (Ft)t≥0 la filtra-
tion canonique de B et on se donne la famille suivante :

Définition 4 On définit la famille V([a, b]) des processus
aléatoires X = (Xt)t≥0 qui vérifient

1. Les trajectoires de X sont p.s. mesurables sur la tribu
borélienne B([a, b]) de [a, b].

2. X est F-adapté

3. E[
∫ b

a

X2
t dt] < ∞

On notera en particulier que la deuxième condition entraîne
que les fonctions élémentaires ϕt =

∑
k≥0 ek1I[tk,tk+1[(t) qui

appartiennent à V([a, b]) sont celles pour lesquelles les va-
riables aléatoires ek appartiennent à Ftk .
La construction de l’intégrale d’Itô repose en partie sur le
résultat suivant :

Théorème 10 (Isométrie d’Itô pour les fonctions élé-
mentaires) Pour toute fonction élémentaire ϕt de V([a, b]),
on considère la transformation ϕ →

∫ b

a
ϕtdBt. On a alors

la relation d’isométrie suivante

E[(
∫ b

a

ϕtdBt)2] = E[
∫ b

a

ϕ2
t dt]. (45)

On peut ensuite terminer la construction de l’intégrale d’Itô
(40) pour les éléments de V([a, b]). Notons qu’il est cependant
possible de relâcher les hypothèses précédentes et construire
l’intégrale d’Itô pour des classes de fonctions plus larges que
V([a, b]) ([16] p.34).
Le théorème d’approximation suivant joue également un rôle
important dans la construction de l’intégrale d’Itô :

Théorème 11 (Intégrale d’Itô) Pour tout processus X =
(Xt)t≥0 de V([a, b]), il existe une suite (ϕ(n)

t )t≥0 de fonc-
tions élémentaires de V([a, b]) pour laquelle

lim
n→∞

E

[∫ b

a

|Xt − ϕ
(n)
t |2dt

]
= 0. (46)

Preuve (indications) A défaut d’une preuve plus détaillée
(voir par exemple [16]), indiquons ici les étapes de la dé-
monstration. On établit successivement que

1. tout processus borné Yt de V([a, b]) dont les tra-
jectoires sont continues est limite d’une suite de
fonctions élémentaires de V([a, b]), dans le sens où

limn→∞ E

[∫ b

a

|Yt − ϕ
(n)
t |2dt

]
= 0 ;

2. tout processus borné de V([a, b]) est limite d’une suite
de processus de V([a, b]) dont les trajectoires sont bor-
nées et continues ;

3. tout processus de V([a, b]) est limite d’une suite de
processus bornés de V([a, b]).

Le second point est un peu plus délicat et met en oeuvre des
approximants de l’identité dont le support doit être choisi de
sorte que les approximations continues soient F-adaptées.
Pour les éléments de V([a, b]) on définit alors l’intégrale d’Itô
de Xt sur [a, b] comme la limite d’une suite d’intégrales d’Itô
de fonctions élémentaires ϕ

(n)
t qui vérifient la relation (46) :∫ b

a

XtdBt = lim
n→∞

∫ b

a

ϕ
(n)
t dBt (47)

où la limite est une limite en moyenne quadratique (limite
dans L2(ΩA, P )). On peut vérifier que cette limite ne dé-
pend pas du choix d’une suite particulière de fonctions élé-
mentaires ϕ

(n)
t qui vérifie la relation (46).

L’isométrie d’Itô du théorème 10 s’étend par passage à la
limite à l’ensemble des fonctions de V([a, b]) :

Théorème 12 (Isométrie d’Itô) Pour tout processus
X = (Xt)t≥0 de V([a, b]), on a la relation d’isométrie sui-
vante

E[(
∫ b

a

XtdBt)2] = E[
∫ b

a

X2
t dt]. (48)

En particulier, si limn→∞
∫ b

a
|X(n)

t − Xt|2dt = 0, alors∫ b

a
XtdBt = limn→∞

∫ b

a
X

(n)
t dBt dans L2(Ω, A, P ).
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Représentation des martingales

Définissons maintenant V =
⋂

t≥0 V([0, t]) et indiquons le
résultat suivant relatif à la propriété de martingale de l’inté-
grale d’Itô et à la représentation des martingales :
Théorème 13 (Théorème de représentation des mar-
tingales de Doob) Soit X = (Xt)t≥0 un processus de V.
Alors, le processus M = (Mt)t≥0 défini par

Mt =
∫ t

0
XudBu (49)

admet une modification continue et est une martingale. In-
versement, toute martingale F-adaptée admet une unique
représentation de la forme (49), à une constante additive
près.
Les théorèmes 9 et 13 montrent en particulier que pour X ∈
V et T, λ > 0 :

P [ sup
0≤t≤T

|
∫ t

0
XudBu| ≥ λ] ≤

1
λ2 E[

∫ T

0
|Xt|2dt]. (50)

3.3 Exemple
A titre d’exemple, on va présenter le calcul direct d’une in-
tégrale d’Itô comme limite d’intégrales de fonctions élémen-
taires. On va calculer

I =
∫ t

0
BudBu (51)

en utilisant les fonctions élémentaires suivantes :

ϕ
(n)
t =

∑
Bi1I[ti,ti+1[(t). (52)

La relation (46) est alors bien vérifiée :

E[
∫ t

0
(ϕ(n)

t − Bt)2dt] =
∑∫ ti+1

ti

E[(Bi − Bu)2]du

=
∑∫ ti+1

ti

(u − ti)du

=
1
2

∑
(ti+1 − ti)2 ∆i→0−→ 0

(53)
ce qui permet de calculer I comme la limite des intégrales∫ t

0 ϕ
(n)
t dt. Pour calculer

∫ t

0 ϕ
(n)
t dt =

∑
Bi∆Bi, notons que

∆(B2
i ) = B2

i+1 − B2
i

= (Bi+1 − Bi)2 + 2Bi(Bi+1 − Bi)
= (∆Bi)2 + 2Bi∆Bi.

(54)

Donc, ∫ t

0
ϕ

(n)
t dt =

1
2

∑
∆(B2

i ) −
1
2

∑
(∆Bi)2. (55)

Pour préciser la première somme du terme de droite, notons
que comme B0 = 0 on a finalement

∑
∆(B2

i ) = B2
t . Pour

calculer la seconde somme, remarquons que

E[(
∑

(∆Bi)2 − t)2]

= E[(
∑

(∆Bi)2)2] − t2

= 2
∑

i<j
∆ti∆tj + 3

∑
i
(∆ti)2 − t2

= (
∑

∆ti)2 + 2
∑

i
(∆ti)2 − t2

= t2 + 2
∑

i
(∆ti)2 − t2 ∆i→0−→ 0.

(56)

La deuxième égalité provient du fait que pour une va-
riable centrée gaussienne Y on a E[Y 4] = 3(E[Y 2])2. Donc∑

(∆Bi)2 tend vers t dans L2(Ω, A, P ) et
∫ t

0 ϕ
(n)
t dt tend

donc vers (B2
t − t)/2, ce qui permet finalement de conclure

que ∫ t

0
BudBu =

1
2

B2
t −

1
2

t (57)

On notera la différence entre l’intégrale de Riemann et l’in-
tégrale d’Itô qui fait apparaître ici le terme supplémentaire
−t/2.
On a donc réussi à calculer l’intégrale d’Itô cherchée, mais
cette approche directe est laborieuse. De même que la mé-
thode de construction de l’intégrale de Riemann à partir de
fonctions en escalier est généralement peu utile pour le cal-
cul pratique des intégrales classiques, les résultats ci dessus
sont peu employés en pratique pour le calcul des intégrales
stochastiques. On va maintenant présenter la formule d’Itô
dont on verra comment la mettre en oeuvre pour le calcul
des intégrales stochasiques et pour la résolution des équa-
tions différentielles stochastiques (EDS).

4 Intégration des EDS.
Comme pour les équations différentielles ordinaires (EDO,
ou en anglais ODE pour Ordinary Differential Equation),
il n’est pas possible en général d’obtenir une forme analy-
tique pour une équation différentielle stochastique (EDS, ou
en anglais SDE pour Sochastic Differential Equation). Ce-
pendant, un certain nombre d’EDS admettent une solution
analytique que l’on peut souvent obtenir grâce à la formule
d’Itô. Cette section est consacrée à sa présentation et à sa
manipulation à travers quelques exemples.

4.1 Formule d’Itô
L’exemple d’intégrale (57) se réécrit

1
2

B2
t =

∫ t

0
BudBu +

∫ t

0

1
2

du. (58)

Plus généralement, on définira un processus d’Itô, ou pro-
cessus de diffusion, comme un processus de la forme

Xt = X0 +
∫ t

0
bs(Xs)ds +

∫ t

0
σs(Xs)dBs, (59)

où σ(X) ∈ V et b(X) est F-adapté, avec
∫ t

0 |bs(Xs)|ds <

∞ (p.s.). On réécrira encore la relation (59) sous la forme
différentielle équivalente

dXt = btdt + σtdBt. (60)

Notons que les fonctions bt et σt sont appelées respective-
ment fonction de dérive ou de drift et fonction de dif-
fusion. On a omis d’indiquer ici la dépendance de bt et de
σt vis à vis de Xt à seule fin de simplifier les écritures.

Théorème 14 (formule d’Itô) Pour un processus d’Itô de
la forme (59) et g ∈ C2(R+ × R), le processus Y = (Yt)t≥0
défini par Yt = g(t, Xt) est un processus d’Itô qui vérifie

dYt =
∂g(t, Xt)

∂t
dt +

∂g(t, Xt)
∂Xt

dXt +
1
2

∂2g(t, Xt)
∂X2

t

(dXt)2

(61)
avec les conventions d’écriture (dXt)2 = dXt.dXt, dt.dt = 0,
dt.dBt = dBt.dt = 0 et dBt.dBt = dt.
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Pour compléter le théorème précédent, en appliquant les
conventions d’écriture indiquée, notons que pour dXt =
btdt + σtdBt on a simplement (dXt)2 = σ2

t dt. Par suite on
peut expliciter la formule d’Itô (61) :

dYt =
(

∂g(t, Xt)
∂t

+
∂g(t, Xt)

∂Xt
bt +

1
2

∂2g(t, Xt)
∂X2

t

σ2
t

)
dt

+
∂g(t, Xt)

∂Xt
σtdBt

(62)
Tous les résultats présentés ici s’étendent directement au cas
d’un processus vectoriel (voir la section suivante), ce qu’il
est important de souligner en particulier en vue de résoudre
des équations différentielles stochastiques d’ordre supérieur
à un.
On ne démontrera pas ici le théorème 14 (voir [16] pp. 46-48).
On va plutôt s’intéresser à sa mise en oeuvre sur quelques
exemples.

Exemples

Exemple 1 Pour Xt = Bt et g(t, x) = x2/2 on a Yt =
g(t, Xt) = ( 1

2 Bt)2. Il vient donc, d’après la formule d’Itô
que dXt = dBt, (dXt)2 = dt et

d(
1
2

B2
t ) = BtdBt +

1
2

dt. (63)

On a ainsi retrouvé la formule (57) de façon immédiate.
Exemple 2 Pour calculer

∫ t

0 sdBs posons Xt = Bt et
g(t, Bt) = tBt. D’après la formule d’Itô, d(tBt) = Btdt +
tdBt, soit ∫ t

0
udBu = tBt −

∫ t

0
Budu. (64)

La formule précédente s’apparente à une intégration par par-
ties. Plus généralement, pour une fonction ft déterministe
continue et à variations bornées on a le résultat suivant :∫ t

0
fudBu = ftBt −

∫ t

0
Budfu. (65)

Formule d’Itô vectorielle

La formule d’Itô s’étend au cas vectoriel comme suit :

Théorème 15 (formule d’Itô vectorielle) Soit Bt =
[B1,t, . . . , Bm,t]T un mouvement brownien de dimension
m dont les composantes sont indépendantes et Xt =
[X1,t, . . . , Xn,t]T un processus d’Itô de dimension n de la
forme

dXt = btdt + σtdBt

=

b1,t

...
bn,t

 dt +

σ11,t . . . σ1m,t

...
σn1,t . . . σnm,t

 dB1,t

...
dBm,t


(66)

et Yt = g(t, Xt) = [g1(t, Xt), . . . , gp(t, Xt)]T =
[Y1,t, . . . , Yp,t]T avec g de classe C2(R+ × Rn). Alors, Y
est un processus d’Itô donné par

dYk,t =
∂gk(t, Xt)

∂t
dt + [∇xgk(t, Xt)]T dXt

+
1
2

dXT
t ∇2

xgk(t, Xt) dXt

(67)

avec
[∇xgk(t, Xt)]i =

∂gk(t, Xt)
∂xi

et [∇2
xgk(t, Xt)]ij =

∂2gk(t, Xt)
∂xi∂xj

(68)

et en utilisant les conventions dBi,t.dt = dt.dBi,t = 0 et
dBi,t.dBj,t = δijdt.

Exemple Pour Xt = Bt, on définit Yt = g(t, Xt) =
[cos Xt, sin Xt]T . En utilisant la formule d’Itô vectorielle on
obtient alors

dYt = −
1
2

[
cos(Bt)
sin(Bt)

]
dt +

[
− sin(Bt)
cos(Bt)

]
dBt. (69)

4.2 Intégration des EDS
Revenons maintenant au problème de l’intégration des EDS
en considérant tout d’abord quelques exemples classiques.

Exemples

Exemple 1 Considérons pour commencer l’équation sui-
vante,

dXt = rXtdt + αXtdBt. (70)

On peut voir ce modèle comme un modèle de croissance expo-
nentielle d’une population, de la forme

d

dt
Xt = atXtdt pour

lequel le coefficient at serait de la forme at = r +αWt, où W
est un bruit blanc. En mathématiques financières ce modèle
est connu sous le nom de modèle de Black-Scholes. Le
modèle (70) se réécrit encore∫ t

0

dXt

Xt
= rt + αBt. (71)

En appliquant la formule d’Itô à la fonction g(t, x) = ln(x),
on obtient :

d(ln Xt) =
dXt

Xt
−

1
2

α2dt

= (r −
1
2

α2)dt + αdBt

(72)

soit,

Xt = X0 exp
(

(r −
1
2

α2)t + αBt

)
. (73)

On voit que la limite de la solution lorsque t → ∞ existe et
vaut 0 lorsque r − 1

2 α2 < 0. Pour α = 0, on retrouve bien la
solution déterministe classique. La diffusion (73) est encore
appelée mouvement brownien géométrique.

Exemple 2 (équation de Langevin) L’équation de Lan-
gevin est définie par

dXt = −bXtdt + σdBt. (74)

avec b, σ > 0. En multipliant l’équation par ebt et en ap-
pliquant d’autre part la formule d’Itô avec Yt = g(t, Xt) =
ebtXt on trouve

d(ebtXt) = bebtXtdt + ebtdXt = σebtdBt. (75)

Donc, Yt = Y0 +
∫ t

0 σebudBu et

Xt = e−btX0 +
∫ t

0
σe−b(t−u)dBu. (76)
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Ce processus est appelé processus d’Ornstein-
Ulhenbeck. On peut vérifier que si X0 est indépendant de
B il vérifie E[Xt] = E[X0]e−bt et

cov(Xt, Xs) = var(X0)e−b(t+s) +
σ2

2b
(e−b|t−s| − e−b|t+s|).

(77)
Il est alors clair que le processus est stationnaire dès lors
que X0 ∼ N (0, σ2/2b).

Existence de solutions

Concernant les conditions d’existence d’une solution d’une
EDS sur un intervalle [0, T ] pour une condition initiale X0 =
Z fixée avec Z de variance finie et indépendante de B, celles
ci sont de même nature que pour une EDO :

Théorème 16 Pour l’équation dXt = bt(Xt)dt+σt(Xt)dBt

avec X0 = Z, indépendant de B, on aura une unique
solution continue sur [0, T ], adaptée à FZ , avec FZ

t =
σ
(

{Bs; s ≤ t}
⋃

{Z}
)

et telle que E[
∫ T

0 X2
t dt] < ∞ dès lors

qu’il existe des constantes C et D telles que

|bt(x)| + |σt(x)| < C(1 + |x|)

|bt(x) − bt(y)| + |σt(x) − σt(y)| < D|x − y|.
(78)

Preuve Voir [16] pp. 68-71.
Notons que la notion de solution d’une EDS considérée jus-
qu’ici était exprimée en fonction du mouvement brownien B
supposé fixé. On parle alors de solution forte. Par contre, la
détermination d’un certain couple (X, B) pour lequel l’EDS
est vérifiée est qualifiée de solution faible.

5 Intégration numérique des EDS
On va voir que l’on peut adapter les méthodes d’intégration
des EDO pour le calcul numérique des EDS mais que l’ordre
des méthodes (c’est à dire leur vitesse de convergence) pour
un même type d’approche est plus faible que dans le cas des
EDO. On commencera par considérer la méthode d’Euler
dont on comparera le comportement dans les cas détermi-
niste et stochastique. On s’intéressera ensuite à la méthode
de Milstein et à la méthode de Runge-Kutta, plus so-
phistiquées mais qui lui sont préférables.

5.1 Rappels sur l’intégration numérique
des EDO

Pour intégrer numériquement des EDO de la forme d
dt

xt =
bt(xt), avec x0 fixé, la méthode la plus simple est la méthode
d’Euler qui est basée, pour un pas h fixé, sur les approxima-
tions successives de xt de la forme

x̂t+h = x̂t + bt(x̂t). (79)

Ainsi, x̂kh = x0 +
∑(i−1)h

i=0 bih(x̂ih) et on définira l’erreur
absolue à l’instant T par

ET,h = |xT − x̂T |. (80)

On peut montrer que pour h suffisament petit, dès lors qu’on
a une solution unique pour xt sur [0, T ], la méthode d’Euler
vérifie ET,h ≤ Ch pour un certain C > 0 et tout h d’un
certain intervalle ]0, h0]. On dit que la méthode d’Euler est
d’odre 1. Plus généralement on définira l’ordre d’une mé-
thode d’intégration des EDO comme le plus grand réel
γ > 0, s’il existe, tel que ET,h ≤ Chγ . Bien entendu, plus

l’ordre est élevé et plus la technique d’intégration numérique
considérée est performante.
Une méthode populaire et performante d’intégration numé-
rique des EDO est la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4
(parfois notée RK4) dont le schéma prend la forme suivante :

x̂t+h = x̂t +
h

6
[k(1)

t + 2k
(2)
t + 2k

(3)
t + k

(4)
t ] (81)

avec 
k

(1)
t = bt(x̂t)

k
(2)
t = b

t+ h
2

(x̂t + h
2 k

(1)
t )

k
(3)
t = b

t+ h
2

(x̂t + h
2 k

(2)
t )

k
(4)
t = bt+h(x̂t + hk

(3)
t ).

(82)

5.2 Intégration numérique des EDS par la
méthode d’Euler

Méthode d’Euler

Le schéma d’Euler appliqué à l’intégration numérique de
l’EDS

dXt = bt(Xt)dt + σt(Xt)dBt (83)
conduit à l’approximation

X̂t+h = X̂t + bt(X̂t)h + σt(X̂t)∆Bt (84)

avec ∆Bt = Bt+h − Bt.
Exemple Pour l’EDS de l’exemple (70) :

dXt = rXtdt + αXtdBt (85)

dont la solution s’écrit Xt = X0 exp
(

(r − 1
2 α2)t + αBt

)
, la

méthode d’Euler conduit à

X̂t+h = X̂t + rhX̂t + αX̂t∆Bt. (86)

Pour la même trajectoire discrétisée de B la solution exacte
aux points de discrétisation est directement fournie par la
solution analytique.

Interpolation des solutions discrètes

On peut interpoler une trajectoire discrétisée (exacte ou ap-
prochée) calculée ou observée aux points (kh)k≥0 par une in-
terpolation linéaire. Plus généralement, on pourra employer
un pont brownien (voir le paragraphe 2.3) : pour un point
θh choisi entre les points t et t + h (θ ∈ [0, 1]), on pourra
prendre

X̂t+θh = X̂t + θhbt(X̂t) + σt(X̂t)V θ
t (87)

où V θ
t ∼ N ((1 − θ)Bt + θBt+h, hθ(1 − θ)). L’interpolant

linéaire (1 − θ)Bt + θBt+h représente donc la trajectoire
moyenne du pont brownien sur [t, t + h].

Ordre

Dans le cas stochastique, on décrit classiquement les per-
formances d’une méthode au moyen de l’erreur moyenne
absolue définie par

ET,h = E[|XT − x̂T |]. (88)

Si limh→0 ET,h = 0 on dira que le schéma de discrétisation
envisagé converge fortement. Cette convergence forte sera
dite d’ordre γ si ET,h ≤ Chγ pour un certain C > 0 et tout
h d’un certain intervalle ]0, h0].
On peut démontrer que la méthode d’Euler appliquée aux
EDS est fortement convergente, d’ordre γ = 1/2. On re-
marque ici que l’ordre γ de la méthode d’Euler est deux fois
plus faible dans le cas stochastique que dans le cas détermi-
niste.
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5.3 Intégration numérique des EDS par la
méthode de Milstein

L’approximation de Taylor précédente n’est que d’ordre 1/2
du fait que le terme en σ(Xt)∆Bt de l’équation (84) est
d’ordre 1/2, car E[|∆Bt|] ∝

√
h. Il faut donc, pour obtenir

une méthode fortement convergente d’ordre γ = 1 pousser
plus loin le développement du terme σ(Xt)dBt de l’EDS en
intégrant le terme d’ordre 1 en (∆Bt)2. On obtient alors la
méthode de Milstein dont le schéma s’écrit comme suit :

Xt+h = X̂t + hbt(X̂t) + σt(X̂t)∆Bt

+
1
2

σt(X̂t)
dσt

dx
(X̂t)

(
(∆Bt)2 − h

)
.

(89)

Cette formule provient des approximations successives sui-
vantes

Xt+h ≈ Xt + hbt(Xt)

+
∫ t+h

t
[σt(Xt) +

dσt

dx
(Xt)σt(Xt)(Bu − Bt)]dBu

≈ Xt + hbt(Xt) + σt(Xt)∆Bt

+
1
2

dσt

dx
(Xt)σt(Xt)[(∆Bt)2 − h]

(90)
La première approximation provient du développement à
l’ordre 1/2 de σt+u(Xt+u et la seconde de la formule (63) :∫ t+h

t

(Bu − Bt)dBu

= [
1
2

(B2
t+h − B2

t ) −
1
2

h] − Bt(Bt+h − Bt)

=
1
2

[(Bt+h − Bt)2 − h].

(91)

5.4 Méthodes d’ordre supérieur à un
Comme on l’a vu dans le cas des EDO, il est également
possible de construire des méthodes d’ordre supérieur à 1
pour les EDS. On pourra se référer à [8] pour de telles mé-
thodes. Notons simplement que les schémas de discrétisation
des EDS deviennent rapidement très complexes avec l’aug-
mentation de l’ordre de la méthode. Pour développer de telles
méthodes, on peut considèrer les versions stochastiques des
formules de Taylor avec reste intégrale ou d’autres mé-
thodes comme les méthodes de Runge-Kutta.
Un inconvénient des méthodes de Taylor et qu’elles mettent
en oeuvre des dérivées des termes de dérive et de diffusion
bt et σt. Les méthodes de type Runge-Kutta ne nécessitent
pas d’effectuer de telles dérivations. Indiquons ici sans jus-
tification la forme de la méthode de Runge-Kutta d’ordre
1,5 :

Xt+h = Xt + bt(Xt)h + σt(Xt)∆Bt

+
1
2

(σt(X′
t) − σt(Xt))

[(∆Bt)2 − h]
√

h

(92)

avec
X′

t = Xt + bt(Xt)h + σt(Xt)
√

h. (93)

On pourra trouver d’autres méthodes d’ordres plus élevés
dans [8].

5.5 Exemples
Considérons l’équation

dXt =
1
3

X
1/3
t dt + X

2/3
t dBt, (94)

avec X0 fixé. Pour l’intégrer on applique la formule d’Itô à
la transformation Yt = g(Xt) = Xa

t :

dYt = aXa−1
t dXt +

1
2

a(a − 1)Xa−2
t (dXt)2

= (
1
3

aX
a−1+1/3
t +

1
2

a(a − 1)Xa−2+4/3
t )dt

+aX
a−1+2/3
t dBt.

(95)

Pour a = 1/3, on obtient simplement dX
1/3
t =

1
3

dBt, et
donc

Xt = (X1/3
0 +

1
3

Bt)3. (96)

La figure 5 montre un exemple de trajectoire obtenue par si-
mulation de B ainsi que les approximations numériques d’Eu-
ler, de Milstein et de Runke-Kutta d’ordre 1,5. On observe
pour cette trajectoire que les méthodes d’Euler et de Mil-
stein conduisent ici à des performances moins bonnes que la
méthode de Runke-Kutta qui suit bien la trajectoire réelle.
L’exemple de la figure 6 illustre également, pour un mouve-
ment brownien géométrique, l’intérêt de méthodes d’ordres
plus élevés que celui de la méthode d’Euler.

Figure 5 – Méthodes d’Euler, Milstein et RK 1,5
pour dXt =

1
3

X
1/3
t dt + X

2/3
t dBt.

Figure 6 – Méthodes d’Euler, Milstein et RK 1,5
pour dXt = −Xtdt + XtdBt.
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6 Estimation des paramètres des EDS
6.1 Compléments sur les processus de dif-

fusion
On fournit ici quelques notions complémentaires sur les pro-
cessus de diffusion qui sont intéressantes dans de nombreuses
situations et en particulier pour l’estimation non paramé-
trique des fonctions de dérive et de diffusion.

Equations directe et rétrograde de Kolmogorov

Les équations de Kolmogorov directe et rétrograde
décrivent l’évolution de la loi d’un processus de diffusion X
au cours du temps. Cette évolution est régie par une équation
différentielle. Notons que lorsqu’on note p(xt|xs) on désigne
la valeur de la densité de X à l’instant t au point xt condi-
tionnellement à la valeur xs prise par X à l’instant s. par
souci de concision dans les équations qui suivent, on notera
plutôt pst(y|x) la densité de Xt au point y conditionnelle-
ment à Xs = x. On a alors le résultat suivant :

Théorème 17 Pour 0 ≤ s ≤ t, les équations directe et ré-
trograde de Kolmogorov du processus de diffusion X, encore
connues sous le nom d’équation de Fokker-Planck, sont
données par

∂

∂t
pst(y|x) = −

∂

∂y
[bt(y)pst(y|x)] +

1
2

∂2

∂y2 [σ2
t (y)pst(y|x)]

(97)
et

−
∂

∂s
pst(y|x) = bs(x)

∂

∂x
pst(y|x) +

1
2

σ2
s(x)

∂2

∂x2 pst(y|x)
(98)

Le reste de ce paragraphe est consacré à la démonstration de
ces résultats. Elle présente l’intérêt de mettre en évidence des
liens existants entre EDP (équations aux dérivés partielles)
et les trajectoires moyennes des EDS.
Preuve Commençons par démontrer l’équation de Kolmo-
gorov directe. Soit ht(x) = h(t, x) une fonction quelconque
de l’ensemble C∞

K (R2) des fonctions de classe C∞ à sup-
port compact. Avec la notation Ex[Y ] = E[Y |X = x], on
peut alors montrer, en utilisant la formule d’Itô et le fait que
E[g(Xt)dBt] = 0 puis des intégrations par parties, que

Exs [(hT (XT ) − hs(Xs))]
=
∫ T

s
Exs [dht(Xt)]

=
∫ T

s
Exs [

∂ht(Xt)
∂t

+ bt(Xt)
∂ht(Xt)

∂x
+

1
2

σ2
t (Xt)

∂2ht(Xt)
∂x2 ]dt

= Exs [(hT (XT ) − hs(Xs))]

+
∫ T

s

∫
ht(x)

(
−

∂pst(x|xs)
∂t

−
∂

∂x
[bt(x)pst(x|xs)]

+
1
2

∂2

∂x2 [σ2
t (y)pst(x|xs)]

)
dtdx.

(99)
Donc, l’expression entre parenthèses dans la dernière inté-
grale doit être nulle puisque l’intégrale double est nécessai-
rement nulle et que la relation doit être vérifiée pour toute
fonction h de C∞

K (R2). On obtient finalement l’équation di-
recte (97) pour tout x et s < t < T .
Pour démontrer l’équation rétrograde, posons ut(x) =
Ext [h(XT )]. Alors, en utilisant la formule d’Itô, il vient que

Ext [(uT (XT ) − ut(Xt))]
=
∫ T

t
Ext [dus(Xs))]

=
∫ T

t
[
∂us(x)

∂s
+ bs(x)

∂us(x)
∂x

+
1
2

σ2
s(x)

∂2us(x)
∂x2 ]ds.

(100)

Mais,

Ext [(uT (XT ) − ut(Xt))]
= E [E[h(XT )|XT ]|Xt = xt] − E [E[h(XT )|Xt]|Xt = xt]
= Ext [h(XT )] − Ext [h(XT )]
= 0.

(101)
La relation (100) étant de plus vérifiée pour tout (x, t, T ),
avec t ≤ T , on obtient le résultat suivant :

Théorème 18 ut(x) = E[h(XT )|Xt = x] est solution de
l’équation

∂ut(x)
∂t

+ bt(x)
∂ut(x)

∂x
+

1
2

σ2
t (x)

∂2ut(x)
∂x2 = 0

avec uT (x) = h(x).
(102)

Il s’agit d’un résultat général dont l’équation ré-
trograde est un cas particulier. En effet, avec le
changement de notations (t, T ) → (s, t) et pour
ut(y) = E[1I[yt,yt+dy[(Xt)|Xs = x)] = pst(x|x)dy, on
obtient l’équation de Kolmogorov rétrograde (98).

Remarque En reprenant le théorème 18, pour une EDS ho-
mogène on peut définir

vt(x) = uT −t(x) = E[h(XT )|XT −t = x]
= E[h(Xt)|X0 = x] (103)

et il apparaît que

∂vt(x)
∂t

= bt(x)
∂vt(x)

∂x
+

1
2

σ2
t (x)

∂2vt(x)
∂x2 (104)

avec la condition initiale v0(x) = h(x). Ainsi, on peut inter-
préter la trajectoire moyenne E[h(Xt)|X0 = x] d’une diffu-
sion homogène comme la solution vt(x) d’une certaine EDP
associée. L’intérêt de ce lien est multiple. D’une part, lors-
qu’une EDP du type (104) a une solution, on peut remonter
à la trajectoire moyenne du processus h(Xt) associé. Inverse-
ment, lorsque l’EDP n’a pas de solution analytique, on peut
envisager sa résolution approchée par des techniques de si-
mulation de Monte Carlo [19]. On pourra trouver plus de
liens entre EDS et EDP dans [19] ou [A565].

Ergodicité

Rappelons qu’une diffusion (et plus généralement un proces-
sus markovien) est ergodique, de loi de probabilité station-
naire de densité π si pour toute fonction mesurable h on a
presque sûrement

lim
T →∞

T −1
∫ T

0
h(Xt)dt =

∫
h(x)π(x)dx = E[h(ξ)] (105)

avec ξ ∼ π. Notons alors que si pour une équation de diffu-
sion homogène (bt(x) = b(x) et σt(x) = σ(x)) on considère
l’équation de Kolmogorov directe

∂

∂t
pst(y|x) = −

∂

∂y
[b(y)pst(y|x)] +

1
2

∂2

∂y2 [σ(y)2pst(y|x)]

(106)
en faisant tendre t vers +∞, le terme de gauche s’annule et
on obtient l’équation

∂

∂y
[b(y)pst(y|x)] =

1
2

∂2

∂y2 [σ(y)2pst(y|x)]. (107)

Après une première intégration, on obtient

b(x)
σ2(x)

dx =
1

2σ2(x)π(x)
d[σ2(x)π(x)] =

1
2

d log[σ2(x)π(x)].

(108)
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Une seconde intégration conduit à

π(x) ∝
1

σ2(x)
exp
(

2
∫ x

x0

b(y)
σ2(y)

dy

)
. (109)

Notons que l’on peut également exprimer b(x) en fonction de
σ(x) et de π(x) ou σ(x) en fonction de b(x) et de π(x) :

b(x) =
1

2π(x)
d

dx
[σ2(x)π(x)]

σ2(x) =
2

π(x)

∫ x

0
b(u)π(u)du.

(110)

Ces relations peuvent être utilisées pour estimer le coefficient
de dérive ou de diffusion d’une équation dont on connaît déjà
l’autre coefficient et la loi stationnaire, comme on le verra
plus loin.

6.2 Estimation paramétrique des EDS
On considère une EDS paramétrée par un vecteur de para-
mètres θ à estimer, de la forme

dXt = bt(Xt, θ)dt + σt(Xt, θ)dBt. (111)

On se placera dans le cas où le processus est homogène
(bt(x, θ) = b(x, θ) et σt(x, θ) = σ(x, θ)), ou du moins peut
être considéré comme tel sur les horizons de temps étudiés.
On notera x0, . . . , xn une séquence d’observations où xi re-
présente en fait xti , avec ti = i∆ et ∆ le pas d’échantillon-
nage, supposé constant par commodité. Notons cependant
qu’un des intérêts de la modélisation continue lorsqu’on tra-
vaille avec une version échantillonnée du processus réside
dans la possibilité de traiter les problèmes d’estimation à
partir d’échantillonnages irréguliers en décrivant ces échan-
tillons au moyen de l’EDS sous-jacente.

Maximum de vraisemblance

Il existe de nombreuses méthodes pour estimer les para-
mètres des EDS. On pourra par exemple se référer à [11] pour
un tour d’horizon plus général. Considérons ici l’approche
classique du maximum de vraisemblance qui consiste à
maximiser la loi des Xi pour les valeurs observées xi vis
à vis des paramètres : θ̂MV = arg maxθ pθ(x0, . . . , xn). La
vraisemblance pθ(x0, . . . , xn) se réécrit encore sous la forme
L(θ) = pθ(x0)Πn−1

i=0 pθ(xi+1|xi), ou encore en prenant le lo-
garithme,

l(θ) =
n−1∑
i=0

log pθ(xi+1|xi) + log pθ(x0) (112)

Souvent, pθ(x0) est inconnu et son influence relative sur l(θ)
tend à devenir faible lorsque n croît. On se limite alors à la
recherche du maximum de

∑n−1
i=0 log pθ(xi+1|xi).

Même lorsque la loi de transition pθ(y|x) est connue on ne
peut pas en général trouver directement le maximum de la
vraisemblance par annulation du gradient ∇θpθ(x0, . . . , xn).
Il faut alors employer des méthodes numériques d’optimi-
sation. De nombreuses techniques existent pour une telle
optimisation. Pour une méthode populaire d’optimisation
non linéaire déterministe on pourra par exemple citer
l’algorithme BFGS [15]. Pour prendre en compte l’exis-
tence possible d’optima locaux, on pourra également envisa-
ger des techniques d’optimisation stochastique telles que le
recuit simulé [19].

Vraisemblance approchée

Afin d’accéder simplement à une approximation de la loi de
transition pθ(y|x), on peut se baser sur un schéma de discré-
tisation de l’EDS. Ainsi, le schéma d’Euler conduit à l’ap-
proximation

Xi+1 = Xi + b(Xi, θ)∆ + σ(Xi, θ)(Bi+1 − Bi) (113)

dont on tire pθ(xi+1|xi) ∼ N (xi + b(xi, θ)∆, σ2(xi, θ)∆) et
une log-vraisemblance de la forme

l(θ) ∝

−
∑n−1

i=0 [
(xi+1 − xi − b(xi, θ)∆)2

σ2(xi, θ)∆
+ log(2π∆σ2(xi, θ))]

(114)
En particulier, il apparaît que si σ est constante, la maxi-
misation de la vraisemblance conduit à la minimisation
de
∑n−1

i=0

(
b2(xi, θ)∆ − 2(xi+1 − xi)b(xi, θ)

)
. Notons égale-

ment que dans ce cas un estimateur convergent de σ2 est
donné par

σ̂2 =
1

n∆

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)2. (115)

Ce résultat provient du fait que (dXt)2 = σ2(Xt, θ)dt, ce qui
conduit à l’approximation∫ n∆

0
σ2(Xt, θ)dt ≈

n−1∑
i=0

(Xi+1 − Xi)2. (116)

Maximisation de la vraisemblance approchée

Comme on l’a vu dans la partie relative au schémas de discré-
tisation des EDS la méthode d’Euler reste peu précise. L’es-
timation de θ peut être améliorée en réduisant, lorsque c’est
possible, le pas ∆. Une autre solution consiste à augmenter
artificiellement le pas d’échantillonnage en considérant les
variables cachées x̃i = (xi,1, . . . , xi,N ), où xi,k représente la
valeur prise par Xt à l’instant t = ti−1 + k∆/(N + 1). La
maximisation de la vraisemblance des données complétées
pθ(x0, x̃1, . . . , x̃n, xn) permet alors d’améliorer la précision
de la discrétisation pour le schéma de discrétisation choisi.
Encore faut-il estimer les données cachées (x̃i)i=1,n. Pour
traiter ce type de problème, on a recours aux méthodes
MCMC (Monte Carlo Markov Chain) qui sont utilisées pour
simuler les variables aléatoires dans les cas complexes [19].
Pour mettre en oeuvre l’approche MCMC, on se donnera une
loi a priori pour θ, éventuellement peu informative. Ici, on
fera plus particulièrement appel à l’algorithme de Gibbs
qui consiste à simuler itérativement chaque variable incon-
nue conditionnellement aux autres. Une fois atteinte la dis-
tribution stationnaire de la chaîne de Markov ainsi simu-
lée, on réalisera un nombre suffisant de simulations supplé-
mentaires pour estimer les grandeurs d’intérêt par un calcul
de moyenne empirique. Ainsi, pour la kème itération, l’algo-
rithme de Gibbs pendra la forme suivante :

1. échantillonner x̃
(k)
i ∼ p(x̃i|xi−1, xi, θ(k−1)), pour i =

1, . . . , n.

2. échantillonner θ(k) ∼ p(θ|{x̃
(k)
i }i=1,n, {xi}i=0,n).

En considérant l’approximation gaussienne d’Euler, il est fa-
cile de simuler pN (x̃i|xi, xi+1, θ(k−1)), en notant .N l’ap-
proximation gaussienne. On pourra pour cela noter que

pN (x̃i|xi, xi+1, θ) ∝ Πn+1
u=1pN (xi,u|xi,u−1, θ), (117)

avec xi,0 = xi−1 et xi,n+1 = xi. Comme le facteur de pro-
portionalité n’est pas connu, on peut utiliser un algorithme

15



de Metropolis-Hastings pour simuler les variables xi,u.
On utilisera également en général un tel algorithme pour
simuler θ(k) suivant p(θ|{x̃

(k)
i }i=1,n, {xi}i=0,n). Comme in-

diqué précédemment, on pourra finalement estimer θ par

θ̂ =
1

K − K0

K∑
k=K0+1

θ(k) (118)

où K représente le nombre total de simulations et K0 un
nombre de simulations suffisant pour que la convergence de
la chaîne vers sont état stationnaire puisse être considérée
comme atteinte.

Pont de diffusion

Remarquons que dans le cas où X est un processus sca-
laire (à valeurs dans R), la simulation de x̃i suivant
p(x̃i|xi−1, xi, θk−1) s’apparente à la simulation d’une tra-
jectoire de l’EDS d’extrémités ((i − 1)∆, xi−1) et (i∆, xi).
De même qu’on avait défini la notion de pont brownien entre
deux points, on parlera ici de pont de diffusion. Plutôt que
d’utiliser une approche MCMC pour simuler une version dis-
crétisée d’un tel pont, on peut utiliser une technique simple
[3] que nous présentons maintenant.
Si dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dBt et que l’on souhaite construire
une trajectoire de X entre les points (a, xa) et (b, xb), on com-
mencera par construire au moyen d’une technique de simu-
lation de trajectoires (Euler, Milstein, ...) deux trajectoires
indépendantes x(1) et x(2) sur [a, b] aux points de discrétisa-
tion ti = a + i(b − a)/n pour i = 0, . . . , n des processus qui
vérifient dX

(k)
t = b(X(k)

t )dt + σ(X(k)
t )dBt (k = 1, 2) avec

respectivement X
(1)
a = xa et X

(2)
a = xb. Soit

ı̂ = min
i

{
i; (x(1)

a+iδ
− x

(2)
b−iδ

) × (x(1)
a+(i+1)δ

− x
(2)
b−(i+1)δ

) ≤ 0
}

(119)
où δ = (b − a)/n. On voit que ı̂, s’il existe, définit sensi-
blement le point d’intersection a + ı̂δ de la trajectoire x

(1)
a+t

(t ∈ [0, b−a]) commençant au point xa et de la trajectoire re-
tournée x

(2)
b−t

qui se termine au point xb. Alors, sous quelques
hypothèses techniques généralement peu contraignantes, la
séquence

(x(1)
a = xa, . . . , x

(1)
a+ı̂δ

, x
(2)
b−(ı̂+1)δ

, . . . , x
(2)
b−nδ

= x
(2)
a = xb)

(120)
représente une trajectoire discrétisée au pas δ du pont de
diffusion joignant (a, xa) et (b, xb) pour la diffusion dXt =
b(Xt)dt + σ(Xt)dBt. En pratique, on simule les trajectoires
jusqu’à ce que ı̂ existe.

Equation de Chapman-Kolmogorov

Il est également possible de considérer une approximation de
Monte Carlo des probabilités de transition pθ(xi+1|xi). Si
∆ représente le pas d’échantillonnage et que l’approximation
d’Euler est trop imprécise pour un tel intervalle, en notant
δ = ∆/N , pour N assez grand, l’équation de Chapman Kol-
mogorov

pθ(xt+∆ | xt) =∫
xt+∆−δ

pθ(xt+∆−δ | xt)pθ(xt+∆ | xt+∆−δ)dxt+∆−δ

(121)
peut être approchée en simulant des trajectoires de l’EDS par
la méthode d’Euler au pas δ entre xt et xt+∆−δ. En notant
(x(i)

t+∆−δ
)i=1:M les valeurs de ces simulations obtenues pour

l’instant t + ∆ − δ, il vient que

pθ(xt+∆ | xt) ≈
1

M

∑
i=1:M

pθ(xt+∆ | x
(i)
t+∆−δ

) (122)

Cette approximation, dont on peut établir la convergence
lorsque M et N tendent vers l’infini, peut être utilisée par
exemple en lien avec une technique d’optimisation de θ
comme la méthode de recuit simulé. A chaque déplacement
de θ on réactualise la valeur de la vraisemblance des obser-
vations en utilisant les approximations (122).

6.3 Estimation non paramétrique des EDS
En l’absence de modèle pour décrire l’EDS qui a généré les
observations, on peut adopter une approche non paramé-
trique. Pour construire des estimateurs non paramétriques
de bt(x) et de σ2

t (x), on va commencer par décrire ces gran-
deurs comme des espérances mathématiques que l’on cher-
chera ensuite à calculer au moyen d’estimateurs à noyau.
Partant de la relation

Xt+h − Xt =
∫ t+h

t

bu(Xu)du +
∫ t+h

t

σu(Xu)dBu (123)

on voit que

bt(x) = lim
h→0

1
h
E [(Xt+h − Xt)| Xt = x] . (124)

Par ailleurs,

E
[
(Xt+h − Xt)2| Xt = x

]
= E

[(∫ t+h

t

bu(Xu)du +
∫ t+h

t

σu(Xu)dBu

)2

| Xt = x

]
= σ2

t (x)h + o(h).
(125)

Donc,

σ2
t (x) = lim

h→0

1
h
E
[
(Xt+h − Xt)2| Xt = x

]
. (126)

On va voir comment exploiter les relations précédentes pour
estimer b(x) et σ2(x) dans le cas d’un processus de diffu-
sion homogène. Pour cela, on va fournir dans le paragraphe
suivant quelques informations sur la notion d’estimateur à
noyau d’une densité de probabilité.
Remarque Une justification plus générale des équations
(124) et (126) fait intervenir la notion de générateur infi-
nitésimal de la diffusion X. Celui-ci est défini comme l’opé-
rateur L qui à f ∈ C2(R) fait correspondre

(L(f)) (x) =
1
2

σ2(x)f ′′(x) + b(x)f ′(x). (127)

La formulede Dynkin ([16] pp.121-123) permet d’utiliser
la définition équivalente suivante de L :

(L(f)) (x) = lim
h→0

1
h
E[f(Xt+h) − f(Xt)|Xt = x]. (128)

En prenant f(y) = y, les équations (127) et (128) conduisent
à la relation (124). De même, en posant f(y) = (y − x)2, on
obtient la relation (126).
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Estimateurs à noyau

On considère une fonction K(x) positive de C2(R) telle que∫
K(x)dx = 1. (129)

On supposera de plus que K est paire, de sorte que∫
xK(x)dx = 0. On définit également les fonctions Kh(x) =

h−1K(x/h). Lorsque la "bande passante" h tend vers 0, Kh

tend vers la distribution de dirac δ, et lorsque h tend vers
l’infini, vers une densité constante.
Etant donnée une variable aléatoire X dont on observe des
réalisations indépendantes x1, . . . , xn, ont définit un estima-
teur à noyau de la densité p(x) de X sous la forme

p̂h(x) =
1
n

n∑
i=1

Kh(x − xi). (130)

Classiquement, on choisit un noyau gaussien : Kh(x) =
(1/

√
2πh2) exp(−x2/2h2). Le choix de la bande passante

h du noyau en fonction de la taille h de l’échantillon per-
met d’obtenir des propriétés de convergence satisfaisantes.
Ainsi, en choisissant une bande passante h = hn telle que
limn→∞ nh4.5

n = 0, pour une densité p(x) suffisamment ré-
gulière, on a un théorème de la limite centrale pour l’estima-
teur à noyau :√

nhn (p̂hn (x) − p(x)) L→ N
(

0, p(x)
∫

K2(x)dx

)
.

(131)
On peut par exemple prendre hn = σ̂nn−1/5, où σ̂n repré-
sente l’écart type des données x1, . . . , xn.
Ainsi, pour une diffusion ergodique de distribution station-
naire π on pourra estimer π sous la forme

π̂hn (x) =
1
n

∑n

i=1 Khn (x − xi) (132)

avec des échantillons xi obtenus après la convergence du pro-
cessus vers sa distribution stationnaire.

Estimation non-paramétrique de b et de σ

A partir de l’estimation π̂hn (x) de la distribution station-
naire (132), la connaissance du coefficient de dérive ou de
diffusion permet d’évaluer l’autre grandeur au moyen des re-
lations (110) :

b̂(x) =
1

2π̂(x)
d

dx
[σ2(x)π̂(x)]

et σ̂2(x) =
2

π̂(x)

∫ x

0
b(u)π̂(u)du.

(133)

Si aucun des deux coefficients n’est connu, on
peut s’inspirer des relations (124), bt(x) =
limτ→0

1
τ
E [(Xt+τ − Xt)| Xt = x], et (126), σ2

t (x) =
limτ→0

1
τ
E
[
(Xt+τ − Xt)2| Xt = x

]
, pour estimer ces

espérances comme suit :

b̂(x) =

∑n−1
i=1 Khn (x − xi) (xi+1 − xi)

∆
∑n−1

i=1 Khn (x − xi)

σ̂2(x) =

∑n−1
i=1 Khn (x − xi) (xi+1 − xi)2

∆
∑n−1

i=1 Khn (x − xi)

(134)

où ∆ représente le pas d’échantillonnage temporel des n ob-
servations. On pourra trouver dans [11] et les références as-
sociées des raffinements possibles de cette approche.
Pour justifier les expressions (134), notons que pour le pro-
cessus Xt échantillonné au pas ∆, l’utilisation de la formule
de Bayes pour un estimateur à noyau de la densité condi-
tionnelle p(xt+∆|xt) donne en régime stationnaire

p̂(xt+∆|xt) =

∑n−1
i=1 Khn (xt − xi)Khn (xt+∆n

− xi+1)∑n−1
i=1 Khn (xt − xi)

(135)
Pour ∆ petit et n grand, on pourra ainsi construire l’approxi-
mation suivante :

limτ→0
1
τ
E[g(xt, xt+τ )|xt = x]

≈
1
∆

∫
xt+∆

g(x, xt+∆)p̂(xt+∆|xt = x)dxt+∆

≈
n−1∑
i=1

Khn (x − xi)
∫

xt+∆
g(x, xt+∆)Khn (xt+∆ − xi+1)dxt+∆

∆
∑n−1

i=1
Khn (xt − xi)

≈

∑n−1
i=1

Khn (x − xi)g(x, xi+1)

∆
∑n−1

i=1
Khn (xt − xi)

(136)
On retrouvera les expressions (134) en prenant g(xt, xt+∆) =
(xt+∆−xt)k pour k = 1, 2. On pourra se référer à [6] pour les cal-
culs d’espérances conditionnelles par les estimateurs à noyaux.

6.4 Exemple : détection de saut de modèle
On considère l’EDS suivante :

dXt = b(Xt)dt + θσ(Xt)dBt (137)

dont on observe une trajectoire échantillonnée régulièrement aux
instants ti. Soient Xi = Xti

(i = 1, . . . , n) les variables d’obser-
vation et x1, . . . , xn les observations correspondantes. On sup-
pose d’abord que les fonctions b(x) et σ(x) sont connues mais
que θ est inconnu et change à un instant donné que l’on cherche
à estimer. On note ∆ le pas d’échantillonnage et on considère les
incréments normalisés

Zi = θ
Bi+1 − Bi√

∆
=

Xi+1 − Xi − b(Xi)∆
√

∆σ(Xi)
∼ N (0, θ

2). (138)

Soit k ∈ {2, . . . , n−1} l’instant courant à partir duquel θ change
de valeur. On désigne par θ1 la valeur prise par θ jusqu’à l’instant
k et θ2 sa valeur ultérieure. En posant Sk =

∑k

i=1
Z2

i , on vérifie
que la log-vraisemblance des observations est donnée par

l(k, θ1, θ2) = −
1
2

[log
(

(2π)n
θ

k
1 θ

n−k
2

)
+

Sk

θ2
1

+
Sn − Sk

θ2
2

]. (139)

En annulant les dérivées partielles par rapport à θ1 et θ2 on ob-
tient les estimateurs du maximum de vraisemblance θ̂2

1 = Sk/k

et θ̂2
2 = (Sn − Sk)/(n − k) en fonction de k. En remplaçant ces

valeurs dans l’expression de la log-vraisemblance, il vient que
l’estimateur du maximum de vraisemblance de k est donné par
k̂ = arg mink Dk, avec

Dk = k log
Sk

k
+ (n − k) log

Sn − Sk

n − k
. (140)

Considérons à titre d’exemple un processus de Cox-Ingersoll-
Ross d’équation Xt = (a − bXt)dt + θ

√
XtdBt. Ce modèle a été

utilisé initialement pour modéliser les croissances de population.
Il est également employé en finance. On vérifie que son EDS
s’intègre comme

Xt = X0 +
a

b
(1 − e

−bt) + θ

∫ t

0

e
b(u−t)

√
XudBu. (141)

Pour (a, b) = (5, 2), ∆ = 10−2, k = 60 et (θ1, θ2) = (1, 3)
on a tracé (figure 7) 10 trajectoires du processus sur [0, 1] pour
X0 = 4. La figure 8 représente 10 évolutions de la variable de
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décision D en fonction du temps et la suite des valeurs de k et
de (θ1, θ2) estimées pour ces trajectoires.
Supposons maintenant que les termes b(x) et σ(x) soient incon-
nus. On peut chercher à reformuler le modèle de X sous la forme
dXt = b(Xt)dt + θdBt. Pour ce modèle, on peut alors estimer
b(x) par une méthode non paramétrique à noyau puis appliquer
la méthode de détection de changement précédente. Son implé-
mentation conduit aux courbes de la figure 9. On note que la
dégration de l’estimation de l’instant de rupture par rapport aux
courbes de la figure 8 reste relativement faible compte tenu du
fait que l’on ne dispose plus maintenant de modèle précis sur le
processus. Notons que les valeurs de θ estimées sur la figure 9
sont différentes des valeurs du modèle initial. C’est simplement
parce qu’ici on a reformulé le modèle, ce qui a conduit à un choix
différent du couple (b, σ)

Figure 7 – Trajectoires d’un processus de Cox Ingersol
avec un saut de régime à t=0.6 (échantillon k = 60).

Figure 8 – Estimation de (k, θ1, θ2) par maximisation
de la vraisemblance.

7 EDS présentant des sauts
7.1 Introduction
Le mouvement brownien peut être vu comme le modèle le plus
élémentaire pour décrire un phénomène aléatoire dont la valeur
varie de façon continue. Des processus plus généraux peuvent
être obtenus comme la solution d’EDS ayant un mouvement
brownien en entrée. Cependant, lorsqu’on décrit des phénomènes
physiques ou dans le domaine de la finance et des assurances, les
processus observés peuvent présenter des discontinuités dont la
localisation et l’amplitude sont aléatoires. Le comptage des évé-
nements qui occasionnent ces discontinuités est classiquement
décrit par les processus de Poisson.

Figure 9 – Estimation non paramétrique de (k, θ1, θ2).

Dans un premier temps, on va s’intéresser aux processus de Lévy
qui constituent des processus à sauts qui généralisent les proces-
sus de Poisson. On envisagera ensuite la construction de l’inté-
grale stochastique vis à vis de mesures aléatoires comportant des
sauts. Enfin, on verra comment la formule d’Itô sétend dans ce
genre de situation. Les résultats sont ici fournis sans les démons-
trations et on s’attache surtout à en fournir une compréhension
intuitive.

7.2 Processus de Lévy
Processus de Poisson
Un processus de Poisson N = (Nt)t∈R+ d’intensité λ est
un processus dont les trajectoires sont continues à droite et
constantes par morceaux, avec des accroissements indépendants,
N0 = 0 et pour t ≥ s ≥ 0, Nt −Ns vérifie Nt −Ns ∼ P(λ(t−s)) :

P (Nt − Ns = k) =
(λ(t − s))k

k!
exp(−λ(t − s)). (142)

Ainsi, Nt − Ns représente le nombre de sauts du processus dans
l’intervalle ]s, t]. On notera τk l’instant du kème saut du proces-
sus de Poisson :

τk = inf{t ≥ 0; Nt ≥ k}. (143)

Dans certains cas l’intensité λ du processus varie au cours du
temps (λ = λt). On obtient alors un processus de Poisson
transformé, dont les accroissements ne sont plus stationnaires :

P (Nt − Ns = k) =

(∫ t

s
λudu

)k

k!
exp(−

∫ t

s

λudu). (144)

On peut aussi modifier le processus de Poisson afin qu’il ne
compte plus seulement le nombre de sauts du processus mais in-
forme également sur leurs amplitudes, décrites par des variables
aléatoires (ξk)k>0. Il en résulte un processus à saut de la forme

Yt =

Nt∑
k=1

ξk. (145)

On suppose que le support des variables ξk appartient à R∗.
Un tel processus, pour Nt d’intensité λ constante, est appelé
processus de Poisson composé. La séquence (τk, ξk)k>0 cor-
respondante caractérise entièrement le processus. Les accroisse-
ments de ce processus sont stationnaires dès lors que les variables
ξk sont IID, ce que l’on supposera par la suite lorsqu’on parlera
de processus de Poisson composé.
Exemple La réserve financière d’une compagnie d’assurance est
souvent décrite par le processus de Cramér-Lundberg qui
prend la forme Xt = X0 + ct − Yt, où c décrit le taux des primes
d’assurance et Y est un processus de Poisson composé qui mo-
délise les remboursements de sinistres aux assurés.
Considérons maintenant un mouvement brownien présentant une
dérive linéaire, modifié par la présence de sauts indépendants
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entre eux et indépendants du mouvement brownien. Un tel pro-
cessus est obtenu en ajoutant au mouvement brownien un pro-
cessus de Poisson composé. On obtient alors un processus de la
forme

Xt = bt + σBt +
∑

k≤Nt

ξk (146)

ou, sous forme différentielle,

dXt = bdt + σdBt +
∑

ξkδτk
(147)

où les instants aléatoires τk sont ceux des transitions du pro-
cessus de Poisson N = (Nt)t≥0. X est encore un processus à
accroissements indépendants et stationnaires, de trajectoires
càdlàg, c’est à dire continues à droite et admettant une limite
à gauche en tout point.
La fonction caractéristique de Xt s’écrit

ΦXt (u) = exp(iutb −
1
2

tσ
2
u

2) × E[exp(iu

Nt∑
1

ξk)] (148)

et comme

E[exp(iu
∑Nt

1
ξk)] = E[Φξ(u)Nt ]

=
∑∞

k=0
Φξ(u)ke−λt (λt)k

k!
= exp (λt(Φξ(u) − 1)) ,

(149)

on obtient finalement

ΦXt (u) = exp

(
t

[
iub −

1
2

σ
2
u

2 +

∫
R

(e
iuy − 1)λµ(dy)

])
.

(150)
où µ est la mesure de probabilité de ξ, portée par R∗. Il s’agit
d’un cas particulier d’une formule plus générale connue sous le
nom de formule de Lévy-Khintchine qui décrit la fonction
caractéristique des processus de Lévy.

Lois de probabilité indéfiniment divisibles
La notion de processus de Lévy est étroitement liée à la notion
de variable aléatoire de loi indéfiniment divisible. On dit que
la variable aléatoire X est de loi indéfiniment divisible si pour
tout n ∈ N∗, il existe n variables aléatoires IID (Xk,n)k=1,...,n

telles que X ait la même loi que
∑n

k=1
Xk,n. Il est alors clair

que la fonction caractéristique ΦX (u) de X vérifie

ΦX (u) =
(

ΦXk,n
(u)
)n

. (151)

On définit l’exposant caractéristique de X par ηX (u) =
log (ΦX (u)), soit ΦX (u) = exp[ηX (u)]. L’exposant ηX (u) est en-
core appelé symbole de Lévy dans la littérature. Parfois c’est
Ψ(u) = −ηX (u) qui est désigné comme l’exposant caractéris-
tique. Ψ(u) est aussi parfois appelé exposant de Laplace. La
formule de Lévy-Khintchine permet de caractériser l’ensemble
des lois indéfiniment divisibles via leur exposant caractéristique :

Théorème 19 (de Lévy-Khintchine) Une mesure de proba-
bilité µ, d’exposant caractéristique η, est indéfiniment divi-
sible, s’il existe un triplet (b, σ, ν), où b ∈ R, σ > 0 et ν une
mesure, appelée mesure caractéristique de Lévy, qui vérifie
ν({0}) = 0 et

∫
R

1 ∧ x2 ν(dx) < ∞, tel que

η(u) = ibu −
1
2

σ
2
u

2 +

∫
R

(e
iux − 1 − iux1I|x|<1)ν(dx). (152)

Rappelons ici la notation a ∧ b = min(a, b). Les trois termes
de η(u) s’interprètent respectivement comme des termes de dé-
rive, de diffusion et de saut. Notons que si la mesure ν est finie,

alors

∫
R

ν(dx) < ∞ et on peut reformuler l’équation (152) sous

la forme

η(u) = ib
′
u −

1
2

σ
2
u

2 +

∫
R

(e
iux − 1)ν(dx). (153)

avec b′ = b −
∫

|x|<1
xν(dx). On retrouve donc ici un expo-

sant analogue à celui de l’équation (150) et on peut interpré-
ter le processus comme la superposition d’un mouvement brow-
nien avec dérive et d’un processus de Poisson composé. L’inter-
prétation précédente reste possible lorsque

∫
|x|<1

ν(dx) = ∞

mais
∫

|x|<1
xν(dx) < ∞. Par contre si

∫
|x|<1

xν(dx) = ∞

et
∫

|x|<1
x2ν(dx) < ∞ (par hypothèse du théorème de Lévy-

Khintchine), l’intégrale
∫
R

(eiux − 1 − iux1I|x|<1)ν(dx) est défi-

nie mais pas
∫
R

(eiux − 1)ν(dx). La formule de Lévy-Khintchine
s’interprète alors par la présence d’une forte intensité de sauts
de faible amplitude qui se confondent avec le terme de dérive.
C’est la prise en compte de cette dernière situation qui complique
l’étude des processus de Lévy.
Notons également que le choix de l’intervalle [−1, 1] dans la fonc-
tion x1I|x|<1 est arbitraire : n’importe quel autre intervalle de la
forme [−ε, ε], avec ε > 0 pourraît être utilisé pour l’énoncé du
théorème.
Exemples
i) Les lois gaussiennes sont indéfiniment divisibles : pour une loi
N (m, v), on vérifie que (b, σ, ν) = (m,

√
v, 0).

ii) Les lois de Poisson composées sont indéfiniment divisibles :
si X =

∑N

k=1
ξk, avec N ∼ P(λ) et ξk ∼ µ, (b, σ, ν) =

(λ
∫

|x|<1
xµ(dx), 0, λµ). En particulier pour la loi de Poisson

classique ν = λδ1.
iii) Un certain nombre de lois indéfiniment divisibles classiques
telles que la loi gaussienne ou la loi de Cauchy font partie de
la famille des lois stables, c’est à dire des lois P telles que
pour tout n il existe des réels an et bn tels que anX + bn à la
même loi que la somme d’un ensemble de variables aléatoires IID
(Xk,n)k=1,...,n dont chacune a la même loi P que X :

n∑
k=1

Xk,n
L= anX + bn. (154)

On peut démontrer que nécessairement an est de la forme n1/α,
avec α ∈]0, 2]. Par ailleurs, lorsque bn = 0 on parle de stabilité
stricte. Les loi de Cauchy sont obtenues pour α = 1, tandis que le
cas α = 2 correspond aux lois gaussiennes. Pour α ∈]0, 1[∪]1, 2[,
l’exposant caractéristique prend la forme

η(u) = −c|u|α(1 − iβ tan(
πα

2
)sign(u)) + ium (155)

et pour α = 1, on obtient

η(u) = −c|u|(1 + iβ
2
π

sign(u) log |u|) + ium (156)

avec β ∈ [−1, 1], c > 0 et m ∈ R.
Les lois de probabilité stables, sont notées S(c, α, β, m). Elles
présentent une décroissance lente de leur densité de probabilité,
ce qui les rend particulièrement utiles dans bon nombre d’appli-
cations où cette propriété est importante.

Processus de Lévy
Définition 5 Un processus X = (Xt)t≥0 avec X0 = 0 est un
processus de Lévy s’il possède des accroissements stationnaires
et indépendants et si ses trajectoires sont càdlàg.

On peut de façon équivalente définir un processus de Lévy
comme un processus issu de 0, à accroissements stationnaires
et indépendants et continu en probabilité, c’est à dire que
pour tous t et a positifs, lims→t P (|Xt − Xs| > a) = 0. Avec
cette définition, on peut montrer [1] que le processus admet une
modification càdlàg. De même qu’en général, lorsqu’on considère
des mouvements browniens c’est à leurs modifications continues
qu’on s’intéresse, dans la suite on s’intéressera aux modifications
càdlàg des processus de Lévy.
Si X est un processus de Lévy, comme pour n > 0

Xt = Xt/n + (X2t/n − Xt/n) + . . . + (Xt − Xt−t/n), (157)

il est clair que Xt est indéfiniment divisible. Par suite, La formule
de Lévy-Khintchine montre que ΦXt (u) = e

ηXt
(u) = etη(u), où

η(u) = ηX1 (u) est un exposant caractéristique de Lévy, appelé
exposant caractéristique de Lévy du processus X. Inversement,
on a le résultat suivant :
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Théorème 20 Etant donné un exposant caractéristique de
Lévy, donné par la formule de Lévy-Khintchine (152), il existe
un espace probabilisé sur lequel un certain processus de Lévy X
aura cet exposant caractéristique. Ainsi, ΦXt (u) = E[eiuXt ] =
etη(u) avec

η(u) = ibu −
1
2

σ2u2 +
∫
R

(eiux − 1 − iux1I|x|<1)ν(dx).

(158)

Donc, si on considère une loi indéfiniment divisible, on peut as-
socier un processus de Lévy à son exposant caractéristique.
Exemples L’exposant gaussien conduira au mouvement Brow-
nien (avec dérive si b ̸= 0) et l’exposant de la loi de Pois-
son au processus de Poisson. L’exposant de la loi stable
S(c, α, β, m) conduira au processus α-stable X pour lequel
Xt ∼ S(ct, α, β, m). De même, on peut montrer que la loi
Γ(α, β), de densité pα,β(x) = Γ(β)−1αβxβ−1 exp(−αx)1IR+ (x)
est indéfiniment divisible et conduit à un processus de Lévy ap-
pelé processus gamma pour lequel Xt ∼ Γ(α, βt).
Dans le cas des processus α-stables, on se limite en général aux
lois strictement stables pour lesquelles la loi de Xλt est la même
que celle de λ1/αXt. Un processus pour lequel Xλt et λ1/αXt

ont la même loi est dit auto-similaire et le coefficient H = 1/α
est appelé exposant de Hurst.
Le comportement des sauts des processus de Lévy se comprend
à travers le résultat d’analyse suivant : sur tout intervalle borné,
le nombre de sauts d’une fonction càlàg est au plus dénombrable
et le nombre de sauts supérieurs à ε > 0 reste fini. On montre
également qu’une telle fonction reste bornée sur tout intervalle
borné [9].

7.3 Mesures aléatoires de Poisson
Pour un processus X, on définit le processus de sauts ∆X =
(∆Xt = Xt − Xt− )t≥0 où Xt− = lims→t− Xs.
Pour un processus de Lévy, on aura

∑
0≤s≤t

|∆Xt|2 < ∞, mais

il peut se produire que
∑

0≤s≤t
|∆Xt| = ∞ du fait de la pré-

sence de nombreux sauts de faible amplitude. Comme on l’a déjà
évoqué, c’est cette particularité qui complique certaines manipu-
lations liées à ces processus.
Dans cette partie, on va décrire le comportement des sauts d’un
processus de Lévy et l’intégration stochastique vis à vis des me-
sures de sauts.

Mesures aléatoires de Poisson
La mesure aléatoire de Poisson d’un processus de Lévy X est
la mesure de comptage du nombre de sauts du processus dans
les intervalles de temps et d’amplitude. On la définit par

N(dt, dx) =
∑

s>0; ∆Xs ̸=0

δs,∆Xs (dt, dx). (159)

La nature aléatoire de N est liée au caractère aléatoire des am-
plitudes et des positions des sauts.
Le lien entre la mesure aléatoire de poisson de X et la représen-
tation de Lévy-Khintchine apparaît clairement dans la décom-
position de Lévy-Itô :

Théorème 21 (Décomposition de Lévy Itô) Sur tout en-
semble A ∈ B(R+ × R), la mesure aléatoire de Poisson N d’un
processus de Lévy X de paramètres (b, σ, ν) suit une loi de
Poisson : N(A) ∼ P

(∫
A

ν(dx)dt
)

, et N(A1) et N(A2) sont
indépendants lorsque A1 ∩ A2 = ∅. On définit une version
centrée de la mesure de Poisson, appelée mesure de Poisson
compensée, par

Ñ(dt, dx) = N(dt, dx) − ν(dx)dt (160)

Xt peut alors se représenter sous la forme suivante :

Xt = bt + σBt + Zt + Mt (161)

où B est un mouvement brownien, Z un processus de sauts

Zt =
∑

s∈]0,t]; |∆Xs|>1
∆Xs

=

∫
]0,t]×R

x1I|x|>1 N(dt, dx)
(162)

et M une martingale de carré intégrable définie comme la li-
mite, en moyenne quadratique

Mt = lim
ε→0+

∫
]0,t]×R

x1Iε<|x|≤1 Ñ(dt, dx) (163)

Dans ce théorème, la construction de Zt ne pose pas de difficulté
du fait que le nombre de sauts d’amplitude supérieur à 1 du
processus est fini et que leur amplitude reste finie. Par contre,
on doit passer à l’intégrale par rapport à la mesure compensée
Ñ pour gérer l’accumulation potentielle d’un nombre infini de
sauts d’amplitudes proches de 0.
Pour construire l’intégrale (163) et comprendre l’existence
de la limite quand ε tend vers 0 des intégrales Mε

t =∫
]0,t]×R

x1Iε<|x|≤1 Ñ(dt, dx), on utilise le fait que N(A) ∼

P
(∫

A
ν(dx)dt

)
et que la moyenne et la variance d’une loi de

Poisson étant égales, E[N(A)] = E[Ñ(A)2] =
∫

A
ν(dx)dt. On

peut alors construire l’intégrale Mt en considérant des approxi-
mations de la fonction x1Iε<|x|≤1 par des fonctions en escalier,
puis en passant à la limite, vérifier que pour 0 < ε < ε′ < 1,

E[(M
ε
t − M

ε′
t )2] = t

∫
]ε,ε′]

x
2
ν(dx). (164)

Donc, limε,ε′→0 E[(Mε
t −Mε′

t )2] = 0, d’où la convergence de Mε
t

vers une limite Mt lorsque ε → 0, d’après le critère de Cauchy
dans l’espace de hilbert L2(Ω, A, P ).

Intégrales de Poisson
De la même façon que l’intégration par rapport au mouvement
brownien sur un intervalle [0, T ] est construite à partir de fonc-
tions élémentaires, on introduit ici une nouvelle famille de fonc-
tions élémentaires qui permet de définir des intégrales de pro-
cessus vis à vis des mesures N et Ñ . Ces fonctions élémentaires
prennent la forme

ϕt(x) =
∑

k

hk1I]rk,tk]×Ak
(t, x) (165)

où Ak ∈ B(R), 0 ≤ rk < tk ≤ T , les ensembles ]rk, tk] × Ak sont
disjoints et les variables aléatoires hk mesurables par rapport
à Frk

, où F = (Ft)t≥0 est la filtration associée aux mesures
aléatoires dans la décomposition de Lévy-Itô du processus de
Lévy X.
Les limites de suites des processus élémentaires précédents défi-
nissent les processus prévisibles. Les trajectoires t → Ht(x)
d’un processus prévisible H sont continues à gauche et pour t
fixé la fonction (ω, x) → Ht(x)(ω) est Ft × B(R)-mesurables.
On peut se demander pourquoi H est choisie continue à gauche
alors que les trajectoires de X sont continues à droite. D’un point
de vue physique cela est en fait logique : si on considère par
exemple un système différentiel de la fome dXt = f(Xt)dNt, où
N est un processus de poisson composé, et si un saut se produit
à l’instant t, il y a en pratique un léger retard de sa prise en
compte dans la valeur f(Xt) et c’est plutôt la limite gauche
Xt− = lims→t− Xt qu’il faudrait considérer. Ainsi, le système
devrait plutôt s’écrire dXt = f(Xt− )dNt où le processus Xt−
est càglàd dès lors que Xt est càdlàg.
Pour la fonction élémentaire ϕt donnée par (165), on définit∫

]0,t]×R

ϕu(x)N(dt, dx) =
∑

k

hkN(]rk, tk ∧ t] × Ak), (166)

avec ]a, b] = ∅ si b ≤ a. Pour Ht prévisible, on définit∫
]0,t]×R

Ht(x)N(dt, dx) comme la limite dans L1(Ω, A, P ) des
intégrales d’une suite de fonctions élémentaires convergeant vers
H. On démontre que cette définition à un sens dès lors que
E[
∫

]0,t]×R
|Hs(x)|ν(dx)ds] < ∞. De plus, on a la propriété d’iso-

métrie suivante :
Théorème 22 Si H est prévisible, avec

E
[∫

]0,t]×R
|Hs(x)| ν(dx)ds

]
< ∞, alors

E

[∫
]0,t]×R

|Hs(x)| N(ds, dx)

]
= E

[∫
]0,t]×R

|Hs(x)| ν(dx)ds

]
(167)
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Les trajectoires du processus Y = (Yt)t∈[0,T ], avec Yt =∫
]0,t]×R

Ht(x)N(dt, dx) sont càdlàg et, sous certaines conditions,
il exister une formule d’Itô qui permet d’exprimer les transfor-
mations g(Yt) du processus Y :

Théorème 23 Si H est un processus prévisible tel que

P

(
∃ε > 0,

∫
]0,t]×[−ε,ε]

|Hs(x)| ν(dx)ds < ∞

)
= 1, (168)

et g une fonction de classe C1, alors
g(Yt)

= g(0) +
∑

0<s≤t; ∆Xs ̸=0

g(Ys− + Hs(∆Xs)) − g(Ys− )

= g(0) +

∫
]0,t]×R

[g(Ys− + Hs(x)) − g(Ys− )]N(ds, dx).

(169)

Pour les fonctions prévisibles H pour lesquelles on

a E
[∫

]0,t]×R
|Hs(x)| ν(dx)ds

]
= +∞ comme cela

peut se produire par exemple pour Hs(x) = x1I|x|≤1,
lorsque

∫
x1I|x|≤1ν(dx) = +∞, on ne pourra plus

donner un sens à
∫

]0,t]×R
Hs(x)N(ds, dx), mais on

pourra cependant définir
∫

]0,t]×R
Hs(x)Ñ(ds, dx) lorsque

P

(∫
]0,t]×R

|Hs(x)|2ν(dx)ds

)
< ∞. Pour ne pas alourdir

l’exposé, nous n’aborderons pas ici la construction de cette
intégrale, ni la formule d’Itô qu’on peut lui associer (voir pour
cela [1]).

7.4 Intégrales de Lévy et formule d’Itô
Considérons maintenant des formules intégrales mettant en jeux
les différentes intégrales stochastiques vues précédemment. On
obtient ainsi des expressions de la forme

Yt = Y0 +
∫ t

0
bsds +

∫ t

0
σsdBs

+
∫

]0,t]×R
H(s, x)N(ds, dx)

(170)

où les processus b et σ sont adaptés et le processus H est
prévisible avec b ∈ L1(1I[0,T ]dt), σ ∈ L2(1I[0,T ]dt) et H ∈
L1(ν(dx)1I[0,T ]dt). Pour être tout à fait général, il faudrait
comme on l’a évoqué aussi pouvoir ajouter un terme de la forme∫

]0,t]×R
K(s, x)Ñ(ds, dx), avec K ∈ L2(ν(dx)1I[0,T ]dt). De tels

processus sont appelés intégrales stochastiques de Lévy. Le
théorème de représentation de Lévy-Itô montre que les proces-
sus de Lévy constituent des cas particuliers d’intégrales stochas-
tiques de Lévy.
Pour une intégrale stochastique de Lévy de la forme (170), les
formules d’Itô vues dans ces notes peuvent être résumées dans
le résultat suivant :

Théorème 24 Si Y est une intégrale stochastique de Lévy
avec

dYt = btdt + σtdBt +

∫
R

Ht(x)N(dt, dx) (171)

et g une fonction de C2, alors
dg(Yt)
= g′(Yt− )dYt +

1
2

g′′(Yt− )σ(t)2dt

+
∫
R

[
g(Yt− + Ht(x)) − g(Yt− ) − g′(Yt− )Ht(x)

]
N(ds, dx)

= g′(Yt− )dYt +
1
2

g′′(Ys− )σ(s)2ds

+
∑

0<s≤t
[g(Yt) − g(Yt− ) − g′(Yt− )∆Ys]

(172)

Notons qu’on peut généraliser ce résultat à une classe de pro-
cessus plus larges, appelés semimartingales et que la formule
d’Itô admet également une extension au cas vectoriel ou pour
des fonctions g(t, y) qui dépendent du temps. Pour ce dernier
cas, il suffit d’ajouter dans la formule d’Itô du théorème 24 le
terme ∂g(t, Yt)/∂t.

7.5 Exemples
En pratique, on se trouve souvent dans des situations où∫
R

ν(dx) < ∞. Dans ces conditions, il n’est pas nécessaire de
faire intervenir la mesure de Poisson compensée dans les calculs
d’intégrales stochastiques. Les EDS étudiées prennent alors la
forme

dXt = bt(Xt) + σt(Xt)dBt +

∫
R

ct(Xt− , x)N(dt, dx) (173)

ou, sous forme intégrale,

Xt = X0 +

∫ t

0

bt(Xt)dt +

∫ t

0

σt(Xt)dBt +

Nt∑
k=1

cτk
(X

τ
−
k

, ξk),

(174)
avec N(dt, dx) =

∑
δ(τk,ξk)(dt, dx) où les τk sont les instants

des sauts et les ξk leurs amplitudes.

Modèle de Merton
Le modèle de Merton constitue une extension du modèle de
Black-Sholes au cas où des sauts peuvent être présents. Il est
décrit par l’EDS suivante :

dXt = Xt− (bdt + σdBt + dYt) (175)

où Y est un processus de Poisson composé : Yt =
∑Nt

k=1
ξk avec

Nt ∼ P(λt) et les ξk sont IID, de moyenne finie. Les sauts de Y
ont lieu aux instants τk : ∆Yτk

= ξk. Pour étudier l’évolution
de X au niveau des sauts, notons que d’après l’équation (175),

∆Xτk
= Xτk

− X
τ

−
k

= X
τ

−
k

ξk. (176)

Donc,
Xτk

= X
τ

−
k

(1 + ξk) (177)

Pour que le processus X reste positif, on doit avoir ξk > −1.
En particulier, Merton a considéré le cas où 1 + ξk suit une loi
log-normale, c’est à dire où log(1 + ξk) est gaussien. En considé-
rant la résolution de l’équation de Black-Sholes (section 4.2) et
l’évolution de X au niveau des sauts, il apparaît finalement que
la solution de l’équation de Merton est

Xt = X0 exp
(

(b −
σ2

2
)t + σBt

) Nt∏
k=1

(1 + ξk). (178)

Utilisation de la formule d’Itô
On considère le processus X tel que

dXt = btdt + σtdWt + ctdNt (179)

où N est un processus de Poisson d’intensité λ, avec dNt =
1I∆Nt=1δt. L’équation différentielle satisfaite par le processus
Zt = exp(Xt) est obtenue par la formule d’Itô (172) :

Zt = Z0 +
∫ t

0
Zs− [(bsds + σsdBs + cs− dNs +

σ2
s

2
ds]

+
∫ t

0
Zs− (e

c
s− − 1 − cs− )dNs,

(180)
soit

dZt = Zt−

[
(bt +

σ2
t

2
)dt + σtdBt +

∑
0≤s≤t

(e
c

t− − 1)∆Nt

]
(181)

et, en se référant à l’exemple précédent du modèle de Merton,

Zt = Z0 exp

(∫ t

0

bsds +

∫ t

0

σsdBs

) Nt∏
k=1

e
c

τ
−
k . (182)

8 Conclusion
On a vu dans ces notes qu’au delà des outils mathématiques va-
riés et des détails techniques, de nombreuses opérations utiles
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d’intégration ou d’estimation concernant les équations différen-
tielles stochastiques peuvent être implémentées de façon relati-
vement simple et efficace. Cela permet d’envisager l’utilisation
des EDS dans de nombreux problèmes d’ingénierie où l’emploi
d’équations différentielles déterministes présente des limitations.
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