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Contrôle sur les EDS
Durée : 1 heure ; sans documents ; le sujet comporte 4 exercices indépendants.

Rappels

1. On dit qu’un processus B = (Bt)t∈R+ à valeurs réelles est un mou-
vement brownien standard si B0 = 0 et les accroissements de B sont
stationnaires et indépendants avec Bt j−Bti ∼N (0, t j− ti) pour t j > ti.

2. Formule d’Itô scalaire : si dXt = bt(Xt)dt +σt(Xt)dBt ,

dg(t,Xt) =
∂g
∂t

(t,Xt)dt +
∂g
∂x

(t,Xt)dXt +
1
2

∂2g
∂x2 (t,Xt)(dXt)

2

avec (dXt)
2 = σ2

t (Xt)dt.

3. Formule d’Itô vectorielle : soit Bt = [B1,t , . . . ,Bm,t ]
T un mouvement

brownien de dimension m dont les composantes sont indépendantes
et Xt = [X1,t , . . . ,Xn,t ]

T un processus d’Itô de dimension n de la forme

dXt = btdt +σtdBt =

b1,t
...

bn,t

dt +

σ11,t . . . σ1m,t
...

σn1,t . . . σnm,t


dB1,t

...
dBm,t

 (1)

et Yt = g(t,Xt)= [g1(t,Xt), . . . ,gp(t,Xt)]
T = [Y1,t , . . . ,Yp,t ]

T avec g de classe
C2(R+×Rn). Alors, Y est un processus d’Itô donné par

dYk,t =
∂gk(t,Xt)

∂t
dt +[∇xgk(t,Xt)]

T dXt +
1
2

dXT
t ∇2

xgk(t,Xt) dXt (2)

avec [∇xgk(t,Xt)]i =
∂gk(t,Xt)

∂xi
et [∇2

xgk(t,Xt)]i j =
∂2gk(t,Xt)

∂xi∂x j
et en utili-

sant les conventions dBi,t .dt = dt.dBi,t = 0 et dBi,t .dB j,t = δi jdt.

Exercice I
Résolvez, en justifiant votre réponse, l’EDS suivante :

dXt = [sin2(Bt)+ t cos(2Bt)]dt + t sin(2Bt)dBt

Indication : on pourra considérer la transformation g(x, t) = t sin2 x

Exercice II
Indiquez l’EDS dont le processus Yt = eBt est solution. Même question avec
le processus Zt = eYt

.
Exercice III
Soit Bt = [B1,t , . . . ,Bm,t ]

T un mouvement brownien de dimension m dont les



composantes sont indépendantes et A une matrice inversible. Donnez la loi
de Xt = ABt . Montrez que X = (Xt)t∈R est une martingale, c’est à dire que
E[Xt |Xs] = Xs pour s≤ t.

Exercice IV
Résoudre en justifiant votre réponse l’EDS suivante :

dXt = rXtdt +Xt(
m

∑
k=1

akdBk,t) (3)

où Bt = [B1,t , . . . ,Bm,t ]
T un mouvement brownien de dimension m dont les

composantes sont indépendantes.


