Télécom Bretagne Année 2014-2015

Controle sur les EDS
Durée : 1 heure; sans documents; le sujet comporte 2 exercices dont les
questions sont indépendantes.

rappels

1. On dit qu'un processus B = (B;),cr, a valeurs réelles est un mou-
vement brownien standard si By = 0 et les accroissements de B sont
stationnaires et indépendants avec B;, — B;, ~ AN(0,t; —1;) pourt; > 1;.

2. Un processus M = (M, );>o est une martingale relativement a la filtra-
tion F = (% ):>0 si, pour tout s >0,

(@) M, est F;-mesurable (M est F-adapté)
(b) E[|M;||F] <eo
(c) E[M;|M,] =M, pour s <t.
3. On rappelle la formule d’It6 scalaire : si dX; = b;(X;)dt + 6,(X;)dB,,
og og 19%g
dg(t, X)) = = (t,X;)dt + ==(t,X;)dX;, + ===
g(7l) at(7l) +ax(7l) l+28x2
avec (dX,)? = (X, )dt.

Exercice I : mouvement brownien (8 points)

Soit B un mouvement brownien.

1) Vérifier que la loi de (B,,...,B;,) est de la forme A(0,C) ott C est une
matrice n x n de terme général [C];; = min(t;,¢;).

2) Montrer que B est une martingale.

3) En utilisant la formule d’It6, montrer que

(t,X,)(dX;)*

‘ 1 1
/0 B,dB; = EBIZ — 5. (1)

4) Vérifiez que X, = a !Bz, (a # 0) est un mouvement brownien standard.

Exercice II : EDS (12 points)

Résoudre les EDS suivantes pour ¢ > 0 et Xy = xo fixé.

1) dX; = bX,dt + 6X,dB; o1 b et ¢ sont des constantes fixées.
2) dX, = X,dt + e 'dB,

3) dX, = yePidt + eP1dB,



