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Controle sur les EDS
Durée : 1 heure ; sans documents ; le sujet comporte 4 exercices indépendants.

Rappels

1. On dit qu'un processus B = (B;),cr, a valeurs réelles est un mou-
vement brownien standard si By = 0 et les accroissements de B sont
stationnaires et indépendants avec B;, — B;, ~ A[(0,¢; — ;) pour t; > t;.

2. Formule d’It6 scalaire : si dX; = b;(X,)dt +6,(X,)dB;,

og og 19%g
dg(t,X) = 22 (t,X,)dt + =2 (£, X,)dX, + ~ =2
g(t,X:) at( 1) +8x( 1) t+28x2

avec (dX,)? = (X, )dt.

3. Formule d’Itd vectorielle : soit B; = [By,...,Bu,]] un mouvement

brownien de dimension m dont les composantes sont indépendantes
et X; = [Xi,,...,Xu,]? un processus d'Itd de dimension n de la forme

(t,X,)(dX,)?

by, O11r -+ Olmy dB
bn t Only -+ Ommy dBm,t

)

)

et =g(t, X)) =[g1(t,X,),...,8,(t,X)]" =[Y14,...,Y,,]" avec g de classe
C*(R; x R"). Alors, Y est un processus d’It6 donné par

0gx(t,X, 1
dYy, = gk(at ’)dt+ V.gi(t, X)) dX, + 5dX,T Vig(t, X)) dX, (2)
dgr(t,X:) ) 0%gi(t,X,) .
\% £.X)], = =" et[V £.X)]; = —=—"" et tili-
avec [V.gr(t,X)i ox; et [Vigr(t, X:)li Ixx, et en utili

sant les conventions dB;;.dt = dt.dB;; =0 et dB;;.dB;; = Sijdt.

Exercice I
Résolvez, en justifiant votre réponse, 'EDS suivante :

X, = [sin2 (B;) +tcos(2B;)|dt +tsin(2B;)dB,

Indication : on pourra considérer la transformation g(x,t) = tsin*x

Exercice 11
Indiquez I'EDS dont le processus Y, = % est solution. Méme question avec
le processus Z; = e'

Exercice III
Soit B; = By, ... ,BmJ]T un mouvement brownien de dimension m dont les



composantes sont indépendantes et A une matrice inversible. Donnez la loi
de X; = AB;. Montrez que X = (X;);cr est une martingale, c’est a dire que
E[X;|X,] = X, pour s <t.

Exercice IV
Résoudre en justifiant votre réponse I'EDS suivante :

dX[ = rX,dt +X[( Z akdBkat> (3)
k=1

ou B; = [Bi,,...,Bn;]T un mouvement brownien de dimension m dont les
composantes sont indépendantes.



